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第 1章 Fourier分析的起源

研究 Fourier分析的动机可以追溯到弦的振动与热传导问题，这二者也对应了两类重要的 PDE：波动方程与
热方程，下面依次介绍.

1.1 弦振动

1.1.1 简谐振动

首先考虑一类最简单的情形：简谐振动，弹簧振子可以说是我们从中学时代就接触过的，最熟悉的物理对
象之一.

考虑一个质量为 m的滑块放置在光滑水平面上，一端与墙壁通过弹簧连接.我们以弹簧自然伸长（净伸长
量为零）的位置作为原点建立一维坐标系.假设初始时刻对滑块作用一水平方向力，并且用 y(t)表示时刻 t时滑
块的相对位置，则根据 Hooke定律，滑块受力 F = −ky，通过 Newton运动定律可以写出方程

ma = −ky (1.1)

其中 k > 0为弹簧的劲度系数，若设 c =
√
k/m，则方程化为

y′′ + c2y = 0 (1.2)

容易得到方程的解为

y(t) = a cos ct+ b sin ct (1.3)

特别地，在不考虑初值的情况下，上述形式解的线性叠加依然是原方程的解.
利用辅助角公式，a cos ct+ b sin ct = A cos(ct− ϕ)，其中 A =

√
a2 + b2 为振幅，c称为频率，ϕ称为相位.

1.1.2 驻波与行波

接着考虑驻波与行波.顾名思义，驻波可以看作固定端点，在原地振动的弦，而行波则是波随弦运动，导致
不同时刻弦不同位置的振动.

对于驻波，若设初始波形为 φ(x)，振幅表示为 ψ(t)，则波函数可以表示为

u(x, t) = φ(x)ψ(t) (1.4)

这天然给了我们“分离变量”的灵感！
对于行波，若设初始波形为 F (x)，向右播速为 c，则波函数可以表示为

u(x, t) = F (x− ct) (1.5)

这种波也称右行波，同理可得左行波函数 u(x, t) = F (x+ ct)

1.1.3 波方程的导出

考虑一根放置在二维平面中的弦，首尾分别被固定在 x = 0，x = L处，用 y = u(x, t)描述弦的振动，我们
下面来导出弦振动的波动方程.

我们假设弦被平均分为 N 段（N 充分大），第 n段坐标为 xn = nL/N，每段振动都会影响相邻段.设

yn(t) = u(xn, t), xn+1 − xn = h =
L

N
(1.6)

以及弦有均匀密度 ρ，则每段质量均为 ρh，第 n段受右侧拉力为( τ
h

)
(yn+1 − yn) (1.7)



1.1 弦振动

其中 τ > 0为弦的弹性模量，同理可得左侧拉力( τ
h

)
(yn − yn−1) (1.8)

根据 Newton运动定律，可列方程

ρhy′′n(t) =
τ

h
(yn+1(t) + yn−1(t)− 2yn(t)) (1.9)

而

yn+1(t) + yn−1(t)− 2yn(t) = u(xn + h, t) + u(xn − h, t)− 2u(xn, t) (1.10)

因此对上面的方程等式两边同除 h，根据二阶导数公式
F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
→ F ′′(x) (1.11)

可得波动方程

ρ
∂2u

∂t2
= τ

∂2u

∂x2
(1.12)

有时将常数合并，令 c =
√
τ/ρ，方程化为

1

c2
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
(1.13)

这就是一维波动方程，其中 c > 0称为波速.
从形式上讨论波方程时，波速并不重要，因为它可以通过对 x, t同时伸缩变换进行抵消，同样借助伸缩变

换，可不妨设 c = 1, 0 ⩽ x ⩽ π.
导出波动方程后，下面我们讨论一维波动方程的求解，主要思路是使用行波法或驻波叠加法.

行波法

考虑 c = 1, L = π时的波动方程
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, 0 ⩽ x ⩽ π (1.14)

我们首先有这样的观察：若 F 为二阶可微函数，则 u(x, t) = F (X ± t)就是方程的解.当 t = 0时，u(x, 0) =
F (x)，此时的函数图形即为初始波形，随着时间推移，左右行波分别按相同速度向各自方向传播.

上面的观察让我们注意到，波动方程是线性的，这表明若 u(x, t), v(x, t)都是方程的解，则 αu(x, t)+βv(x, t)

依然是方程的解.由此我们可以假设，波动方程的解是由两个向不同方向运动的行波 F,G叠加而成的，二者都
二阶可微，故设解

u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t) (1.15)

上面的结果也可以从另一个角度得到，作换元ξ = x+ t

η = x− t
(1.16)

则波动方程变为
∂2v

∂ξ∂η
= 0 (1.17)

其解有形式 v(ξ, η) = F (ξ) +G(η)，这也就是

u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t). (1.18)

此时回忆原问题的一些条件：我们假设初始波形为 u(x, 0) = f(x)，弦的两端始终固定，即 u(0, t) = u(π, t) =

0.在此基础上，我们再补充初值 ∂tu(x, 0) = g(x)，这代表了弦的初速度，并且显然有 g(0) = g(π) = 0.为方便起
见，我们将 f, g, u关于 x进行延拓，使之成为以 2π为周期的奇函数.

2



1.1 弦振动

综上则有 F (x) +G(x) = f(x)

F ′(x)−G′(x) = g(x)
(1.19)

由此可解得

2F ′(x) = f ′(x) + g(x) (1.20)

2G′(x) = f ′(x)− g(x) (1.21)

进一步可得

F (X) =
1

2

ï
f(x) +

∫ x

0

g(y)dy

ò
+ C1 (1.22)

G(X) =
1

2

ï
f(x)−

∫ x

0

g(y)dy

ò
+ C2 (1.23)

根据 F +G = f 的条件可得 C1 + C2 = 0，综上可得波动方程的解为

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] + 1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy (1.24)

该式称为 D’Alembert公式.

驻波叠加法

在驻波的描述中，我们使用了 u(x, t) = φ(x)ψ(t)的形式，这就是数学中分离变量的过程，它在处理许多问
题是都能奏效.将这样的 u代入原方程，可得

φ(x)ψ′′(t) = φ′′(x)ψ(t), (1.25)
ψ′′(t)

ψ(t)
=
φ′′(x)

φ(x)
(1.26)

由于上式的左、右仅与一个变量有关，故二者相等时只能同时等于某个与 x, t都无关的常数 λ，即ψ′′(t)− λψ(t) = 0

φ′′(x)− λφ(x) = 0
(1.27)

若将重写 λ = −m2，则根据一开始的讨论，上述方程有解

ψ(t) = A cosmt+B sinmt (1.28)

φ(x) = Ã cosmx+ B̃ sinmx (1.29)

这时同样考虑初值、边值，即 φ(0) = φ(π) = 0，可得 Ã = 0, B̃ 6= 0，以及m必定是一个整数，不妨设其为
正，则记这个关于m的解为

um(x, t) = (Am cosmt+Bm sinmt) sinmt (1.30)

这就是我们最终求得的驻波，确保起见，可验算 um 确实是波动方程的解.
根据波动方程解的叠加性，可以给出方程的解

u(x, t) =

∞∑
m=1

(Am cosmt+Bm sinmt) sinmt (1.31)

由于 u(x, 0) = 0，由此有
∞∑

m=1

Am sinmx = f(x) (1.32)

此时出现了新的问题：对于给定的 f(x)，满足 f(0) = f(π) = 0，是否一定存在 Am使得左边的级数收敛到
f 呢？若存在，那么如何找到这列 Am 呢？
从这个问题入手，我们从下一章将正式开始 Fourier分析的学习，不过在这里可以先做一些尝试，比如对上

3



1.1 弦振动

式在 [0, π]与 sinnx积分可得（暂且忽略一些算子可交换的条件）∫ π

0

f(x) sinnxdx =

∫ π

0

( ∞∑
m=1

Am sinmx

)
sinnxdx (1.33)

=

∞∑
m=1

∫ π

0

sinmx sinnxdx (1.34)

=
π

2
An (1.35)

上面用到了三角函数积分公式 ∫ π

0

sinmx sinnxdx =
π

2
δmn (1.36)

=

0, m 6= n

π/2, m = n
(1.37)

其中 δmn 为 Kronecker符号.
上面的讨论似乎给出了一个求系数的方法，即

An =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx (1.38)

此外还有 ∂tu(x, 0) = g(x)，即

g(x) =

∞∑
m=0

A′
m cosmx (1.39)

考虑函数 F = f + g，从三角函数的角度，它可以写作

F (x) =
∑
m=1

Am sinmx+
∑
m=1

A′
m cosmx (1.40)

但如果使用复数中的 Euler恒等式 eix = cosx+ i sinx，F 有形式

F (x) =

∞∑
m=−∞

ame
imx (1.41)

利用与上面“同时积分”相同的手段，可得
1

2π

∫ π

−π

eimxe−inxdx = δmn (1.42)

即

an =
1

2π

∫ π

−π

F (x)e−inxdx (1.43)

an 称为 F 的第 n个 Fourier系数.
由此也可以重新表述我们的问题：

问题 1.1给出函数 F，以及其如上 Fourier系数，是否成立

F (x) =

∞∑
m=−∞

ame
imx? (1.44)

Joseph Fourier是第一个相信 F 可由上述级数表达，即被表达成许多三角函数的线性叠加形式的人，他将这
种前无古人的观点应用到了对热方程的研究中，最后发展出了“Fourier分析”这一学科，后来被应用到更多邻
域，我们对 Fourier分析的探索也将由此开始.

最后以一个例子结束对弦振动问题的讨论.
例 1.1我们考虑一个具体的问题，假设弦固定在 [0, π]区间上，其满足 c = 1的波动方程，我们在 x = p处将弦
挑起，使它的形状满足函数关系

f(x) =

hx
p , 0 ⩽ s ⩽ p

h(π−x)
π−p , p ⩽ x ⩽ π

(1.45)
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1.2 热方程

图 1.1: 弦图像

此时施放弦，取初速度 g(x) = 0，利用前面的讨论，可得

f(x) =

∞∑
m=1

Am sinmx, Am =
2h

m2

sinmp

p(π − p)
(1.46)

以及弦振动方程的解

u(x, t) =

∞∑
m=1

Am cosmt sinmx (1.47)

上面的级数绝对收敛.此外也可以给出行波解

u(x, t) =
f(x+ t) + f(x− t)

2
(1.48)

二者之间仅相差一个积化和公式.

1.2 热方程
下面讨论热传导方程，我们先讨论依赖时间的热方程，后讨论热稳定状态下的热方程.

1.2.1 热传导方程的导出

我们给无限金属平面初始温度分布，考虑其按时间变化的温度分布 u(x, y, t).
考虑一个边长为 h的小正方形 S，中心为 (x0, y0)，该区域热量为

H(t) = σ

∫∫
S

u(x, y, t)dxdy (1.49)

其中 σ > 0为材料的比热，由此可知 S 中热流为
∂H

∂t
= σ

∫∫
S

∂u

∂t
dxdy ≈ σh2 ∂u

∂t
(x0, y0, t) (1.50)

根据 Newton热传导定律，从高温流向低温的热流与温度梯度成正比，设导热系数为 κ，则穿过 S的热流为

κh

ï
∂u

∂x
(x0 + h/2, y0, t)−

∂u

∂x
(x0 − h/2, y0, t) +

∂u

∂y
(x0, y0 + h/2, t)− ∂u

∂y
(x0, y0 − h/2, t)

ò
(1.51)

使用中值定理，并令 h→ 0，则有
σ

κ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
(1.52)

这就是依赖时间的热传导方程，简称为热传导方程（或热方程）.经过很长一段时间后，系统将不会有热传
递，此时系统达到了热平衡，∂tu = 0，热方程化为

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (1.53)

这就是热平衡状态下的热方程，这里的算子 ∂2x + ∂2y 被称为 Laplace算子，常用符号∆表示，因此方程也写
作

∆u = 0 (1.54)
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1.2 热方程

上述方程的解称为调和函数.
如果在单位圆盘

D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} (1.55)

考虑热方程，带有边界条件 u
∣∣
∂D

= f，则称为 Dirichlet问题，这相当于在 ∂D上赋予初温度，随时间的演
化最终 D中会具有一定的温度分布.

下面我们就来讨论 Dirichlet问题.根据单位圆盘的对称性，我们可以使用极坐标来表示

D = {(r, θ) : r < 1} (1.56)

同时需要使用极坐标中的 Laplace算子

∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
(1.57)

则 ∆u = 0意味着

r2
∂2u

∂r2
+ r

∂u

∂r
= −∂

2u

∂θ2
(1.58)

这里故技重施，将 u分离变量为 u(r, θ) = F (r)G(θ)，则有
r2F ′′(r) + rF ′(r)

F (r)
= −G

′′(θ)

G(θ)
(1.59)

令左右两边等于常数 λ，则有 G′′(θ) + λG(θ) = 0

r2F ′′(r) + rF ′(r)− λF (r) = 0
(1.60)

根据极坐标的特点，G以 2π为周期，故 λ = m2 > 0，解得

G(θ) = Ã cosmθ + B̃ sinmθ (1.61)

= Aeimθ +Be−imθ (1.62)

后一种形式通过 Euler等式得到.
关于 F 的方程是一类特殊的 ODE，称为 Euler方程，通过作换元 r = et，可解得 F (r) = rm和 F (r) = r−m，

特别当 m = 0时，有解 F (r) = 1和 F (r) = ln r.由于当 r → 0时，r−m 与 ln r 均发散，因此我们舍去这些解，
得到

um(r, θ) = r|m|eimθ, m ∈ Z (1.63)

类似波方程，热方程也是可以线性叠加的，故

u(r, θ) =

∞∑
m=−∞

amr
|m|eimθ (1.64)

若上式给出了热方程的解，则自然需要满足边值

u(1, θ) =

∞∑
m=−∞

ame
imθ = f(θ) (1.65)

与波方程一样，此时出现问题：对于给定的 f，是否存在这列系数 am 呢？下面我们正式进入 Fourier分析
的学习中.
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第 2章 Fourier级数基本理论

本章从 Fourier级数开始 Fourier分析理论的学习.

2.1 Fourier级数的定义
从前一章的例子里，我们足以提炼出 Fourier级数的定义.

定义 2.1 (Fourier级数 (指数))

♣

Riemann可积函数 f 在长度为 L的闭区间 [a, b]上的 Fourier级数定义为

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx/L, (2.1)

其中 Fourier系数为

f̂(n) = an =
1

L

∫ b

a

f(x)e−2πinx/L (2.2)

上面的定义采用了复指数形式，显得更简洁（在后文中我们也大多使用这种形式），使用 Euler公式可以得
到正弦与余弦函数的三角形式，这也是在学习数学分析时我们接触过的形式.

定义 2.2 (Fourier级数 (三角))

♣

Riemann可积函数 f 在长度为 L的闭区间 [a, b]上的 Fourier级数定义为

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos
2πn

L
x+ bn sin

2π

L
x), (2.3)

其中 Fourier系数为

an =
2

L

∫ b

a

f(x) cos
2πn

L
x, bn =

2

L

∫ b

a

f(x) sin
2πn

L
x (2.4)

注
1. 在上面的两个定义中，我们要求 f 为 Riemann可积的，这保证了积分有意义，暂且不讨论条件更差的情况.
2. 根据 Euler公式，两种定义中的系数有关系

an =
f̂(n) + f̂(−n)

2
, bn =

f̂(n)− f̂(−n)
2i

(2.5)

f̂(n) = an + ibn, f̂(−n) = an − ibn (2.6)

3. 我们并未说明，但是 Fourier级数可以对复函数 f 定义（前提仍然是 fRiemann可积）.
很多时候，我们都使用 L = 2π的情形，取 [a, b] = [0, 2π]或 [−π, π]（在此基础上，若 f 还具有 2π周期，则

也称 f 为定义在圆上的函数，即 f(θ) = F (eiθ)），比如在后者情况下，f 的 Fourier系数与 Fourier级数为

f̂(n) = an =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx (2.7)

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
ane

inx (2.8)

Fourier级数是三角级数的一种，形如
∞∑

n=−∞
cne

2πinx/L, (2.9)

其中 cn ∈ C.若只有有限项 cn 6= 0，则称之为三角多项式，最大的 n : |cn| 6= 0称为三角多项式的次数.由于



2.1 Fourier级数的定义

Fourier级数为两边取极限，因此为了更精确描述它，我们使用三角多项式逼近，定义 Fourier级数的前N 项和为

SNf(x) =

N∑
n=−N

f̂(n)e2πinx/L (2.10)

接下来考虑两个例子.
例 2.1设函数

f(x) = x, x ∈ [−π, π], (2.11)

则 f 的 Fourier系数为

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π

xdx = 0 (2.12)

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

xe−inxdx (2.13)

=
1

2π

[
− x

in
e−inx

] ∣∣∣∣π
−π

+
1

2πin

∫ π

−π

e−inxdx (2.14)

=
(−1)n+1

in
(2.15)

其 Fourier级数为

f(x) ∼
∑
n ̸=0

(−1)n+1

in
einx = 2

∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx

n
(2.16)

例 2.2设函数

f(x) =
(π − x)2

4
, x ∈ [0, 2π], (2.17)

则 f 的 Fourier系数为

f̂(0) =
1

2π

∫ 2π

0

(π − x)2

4
dx =

π2

12
(2.18)

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

(π − x)2

4
e−inxdx (2.19)

=
1

2π

ï
− (π − x)2

4in
e−inx

ò ∣∣∣∣2π
0

+
1

2πin

∫ 2π

0

x− π
2

e−inxdx (2.20)

=
1

4πin

∫ 2π

0

xe−inxdx (2.21)

=
1

4πin

[
− x

in
e−inx

] ∣∣∣∣2π
0

− 1

4πn2

∫ 2π

0

e−inxdx (2.22)

=
1

2n2
(2.23)

其 Fourier级数为

f(x) ∼ π2

12
+
∑
n ̸=0

1

2n2
einx =

π2

12
+

∞∑
n=1

cosnx

n2
(2.24)

若将 f(x)延拓，使之成为 R上的 2π周期函数，则它是连续的，这说明上面的 ∼可以改写为 =（在这里我
们提前使用后面的结论），即

f(x) =
(π − x)2

4
=
π2

12
+

∞∑
n=1

cosnx

n2
(2.25)

取 x = 0，则有

π2

4
=
π2

12
+

∞∑
n=1

1

n2
=⇒

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(2.26)

这样便得到了 Bessel 级数的值. 而仿照这种方法，选择相应的函数进行展开，还能得到许多类似级数的值
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2.1 Fourier级数的定义

（比如 Leibniz级数等）.
回忆第一章中我们提出的问题，它转化为

问题 2.1在 f 满足何种条件下，有

lim
N→∞

SNf(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b] (2.27)

Fourier级数的定义是很简单的（虽然有时候积分的计算并不友好），但是它引出的这个问题却不是显然的，
因为我们可以改变函数 f 在某一点的取值使之不连续，但仍然 Riemann 可积且得到的 Fourier 系数相同，甚至
Du Bois-Reymond曾给出了一个连续函数，但是它的 Fourier级数仅在一点收敛.

倘若对 f 的连续性作更多的要求，则结果又会不同：若 f ∈ C1([a, b])，则有 SNf ⇒ f .我们在后面会讨论
这件事.

在本节的最后，我们来讨论 Fourier级数的某种“唯一性”.

2.1.1 Fourier级数的唯一性

若假定函数 f 的 Fourier级数收敛到 f，则 f 可看作由其 Fourier级数确定，其中似乎蕴含了某种唯一性，这
种唯一性可以借助作差（即假设存在不同的 f1, f2，考虑 f1 − f2）表述为：若 f 的 Fourier系数 f̂(n) ≡ 0，则
f ≡ 0.但我们尚未讨论何种函数的 Fourier级数收敛，并且可以通过调整函数在一点的连续性使得该命题不成立，
因此我们实际上证明如下结论：

定理 2.1

♥
设 f 为圆上的 Riemann可积函数，且对任意 n ∈ Z都有 f̂(n) = 0，那么若 f 在 x0处连续，则 f(x0) = 0.

证明 不妨设 f 定义在 [−π, π]上，假设 x0 = 0为 f 的连续点，且有 f(0) > 0，我们的思路为：首先考虑 f 为实
值函数的情形，构造一列三角多项式 {pk}使之在 0处有“峰”，如此则有

lim
k→∞

∫
pk(x)f(x)dx =∞ (2.28)

但根据假设，f̂(n) ≡ 0，这蕴含上面的每一项均为 0，如此便产生了矛盾.
首先来构造三角多项式列.由于 f 在 0处连续，故可取 δ > 0，使得对任意 |x| < δ，都有

f(x) >
1

2
f(0) (2.29)

再令 pk(x) = ε+ cosx，这里 ε > 0，且取之充分小，满足对任意 δ ⩽ |x| ⩽ π，都有

|p(x)| < 1− ε/2 (2.30)

再取 0 < η < δ，使得对任意 |x| < η，有

p(x) ⩾ 1 + ε/2 (2.31)

最后，令 pk(x) = pk(x) = (ε+ cosx)k，我们下面证明这样的三角多项式列足以推出矛盾.
根据 f 的有界性（这可以由闭区间上的 Riemann可积性得到），可取 B 使得对任意 x都有 |f(x)| ⩽ B，首

先根据假设，对任意 k都有 ∫ π

−π

f(x)pk(x)dx = 0 (2.32)

但是又由于 ∣∣∣∣∣
∫
|x|⩾δ

f(x)pk(x)dx

∣∣∣∣∣ ⩽ 2πB(1− ε/2)k (2.33)∫
η⩽|x|<δ

f(x)pk(x)dx ⩾ 0 (2.34)∫
|x|<η

f(x)pk(x)dx ⩾ 2η
f(0)

2
(1 + ε/2)k (2.35)
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2.1 Fourier级数的定义

令 k →∞，可以得到我们想要的矛盾.
对于 f 为复函数的情况，可以将其写成实部与虚部之和 f(x) = u(x) + iv(x)，则

u(x) =
f(x) + f̄(x)

2
, v(x) =

f(x)− f̄(x)
2i

(2.36)

这里 f̄(x) := f(x).则根据 Fourier系数的关系 ˆ̄f(n) = f̂(−n)，重复前面的过程，同样可证命题.
根据上面的定理，可以得到两条推论.

推论 2.1

♥
若 f 为圆上的连续函数，且对任意 n ∈ Z都有 f̂(n) = 0，则 f ≡ 0.

推论 2.2

♥

若 f 为圆上的连续函数，且其 Fourier级数绝对收敛，即
∞∑

n=−∞
|f̂(n)| <∞ (2.37)

则 f 的 Fourier级数一致收敛到 f，即

SNf(x) ⇒ f(x), ∀x ∈ R (2.38)

前一条推论是显然的，我们只证后者，它向我们所关心的问题迈出了第一步.
证明 根据 Fourier级数的绝对收敛可知其收敛，在此基础上，由于每一项都是圆上的连续函数，因此其极限函数

g(x) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx = lim
N→∞

N∑
n=−N

f̂(n)einx (2.39)

也是圆上的连续函数（一致收敛性）.这种一致收敛性还给了我们交换算子的自由，通过交换积分号与求和，
可得 g与 f 的对应的 Fourier系数相同，因此根据前面的唯一性定理，有

SNf(x) ⇒ g(x) = f(x). (2.40)

从这里可以看出，f 的光滑性会影响 Fourier级数的收敛性，或者说 Fourier系数的衰减性，通过加强 f 的光
滑性，我们可以得到更精确的结论，而为了对此进行刻画，我们需要借助 O记号，这里简单回顾一下.

定义 2.3 (渐进记号 O)

♣

称在 x→ a时有 f(x) = O(g(x))，是指存在常数 C，使得当 x→ a时有

|f(x)| ⩽ C|g(x)|. (2.41)

推论 2.3

♥

若 f 为圆上的二阶连续可微函数，则

f̂(n) = O

Å
1

n2

ã
, n→∞ (2.42)

这条推论也直接表明了 Fourier级数的绝对一致收敛性.
证明 通过两次分部积分计算可得

2πf̂(n) =

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx (2.43)

=

ï
f(x)

−e−inx

in

ò ∣∣∣∣2π
0

+
1

in

∫ 2π

0

f ′(x)e−inxdx (2.44)

=
1

in

∫ 2π

0

f ′(x)e−inxdx (2.45)
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2.2 卷积与核

=
1

in

ï
f ′(x)

−e−inx

in

ò ∣∣∣∣2π
0

+
1

(in)2

∫ 2π

0

f ′′(x)e−inxdx (2.46)

= − 1

n2

∫ 2π

0

f ′′(x)e−inxdx (2.47)

这表明

2πn2|f̂(n)| ⩽
∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

f ′′(x)e−inxdx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 2π

0

|f ′′(x)|dx = C (2.48)

这里的 C 是仅依赖 f 的一个常数，故命题得证.
事实上，上面的命题可以被加强、推广，这涉及 Hölder条件等更“分析”的内容，我们将在本章最后一节

进行讨论，这里只列出一个使用多次分部积分可以很快得到的推广.

推论 2.4

♥

若 f ∈ Ck([0, 2π])（即有 k阶连续可微），则

f̂(n) = O

Å
1

nk

ã
, n→∞ (2.49)

2.2 卷积与核
卷积在数学中随处可见，而在 Fourier分析中，卷积也有很重要的作用，核 (kernel)通常是用来卷积的对象，

本节我们主要讨论这两者.

2.2.1 卷积

定义 2.4 (卷积)

♣

给定两个 2π周期的 Riemann可积函数 f, g，可以定义其卷积为

f ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy. (2.50)

卷积是两个函数之间的一种运算，它代表了某种“加权平均”，比如当 g(x) = 1时，f ∗ g就等于 f 在圆上
的平均值.

卷积有很多良好的性质，下面列举一些.

命题 2.1

♠

设 f, g, h为 2π周期的 Riemann可积函数，则
1. f ∗ g = g ∗ f .
2. ∀c ∈ C : (cf) ∗ g = c(f ∗ g) = f ∗ (cg).
3. f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.
4. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
5. f ∗ g连续.
6. ‘f ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n).

如果 f, g都是连续函数，那么这些性质中多数可以很轻松计算验证（这时积分换序会非常自由），对于 5需
要一些分析上的操作，也不会非常复杂.但对于一般情况，直接证明会比较麻烦，我们需要借助一个引理，首先
考虑连续情形.
证明 （连续情形）
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2.2 卷积与核

1. 根据 f, g的周期性，可得

f ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy (2.51)

=
1

2π

∫ x+π

x−π

f(x− t)g(t)dt (2.52)

=

∫ −π

x−π

+

∫ π

−π

+

∫ x+π

π

(2.53)

=

∫ π

x+π

+

∫ π

−π

+

∫ x+π

π

(2.54)

=
1

2π

∫ π

−π

g(y)f(x− y)dy = g ∗ f(x) (2.55)

2.

(cf) ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π

cf(y)g(x− y)dy (2.56)

=
c

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy = c(f ∗ g) (2.57)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)cg(x− y)dy = f ∗ (cg) (2.58)

3.

f ∗ (g + h)(x) =
1

2π

∫ π

−π

cf(y)[g(x− y) + h(x− y)]dy (2.59)

=
1

2π

∫ π

−π

cf(y)g(x− y)dy + 1

2π

∫ π

−π

cf(y)h(x− y)dy (2.60)

= f ∗ g(x) + f ∗ h(x) (2.61)

4.

(f ∗ g) ∗ h(x) =
ï
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy
ò
∗ h(x) (2.62)

=
1

2π

1

2π

∫ π

−π

∫ π

−π

f(y)g(z − y)h(x− z)dydz (2.63)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

ï
1

2π

∫ π

−π

g(z − y)h(x− z)dz
ò
dy (2.64)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

ñ
1

2π

∫ π−y

−π−y

g(t)h(x− y − t)dt
ô
dy (2.65)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

ï
1

2π

∫ π

−π

g(t)h(x− y − t)dt
ò
dy (2.66)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)g ∗ h(x− y)dy (2.67)

= f ∗ (g ∗ h)(x) (2.68)

5. 只需对每一点 x，证明其连续性，故不妨取 x = 0.f 的可积性蕴含其有界，故设对任意 x都有 f(x) ⩽M .
首先考虑一种特殊情况，当 g连续时，g必然一致连续（Cantor引理），因此对任意 ε > 0，存在 δ > 0，当
0 < h < δ时，就有

|g(x+ h)− g(x)| < ε

M
(2.69)

因此对任意 ε > 0，取 |h| < δ，就有估计

|f ∗ g(h)− f ∗ g(0)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

f(y)[g(h− y)− g(−y)]dy
∣∣∣∣ (2.70)

⩽ M

2π

∫ π

−π

|g(h− y)− g(−y)|dy (2.71)
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2.2 卷积与核

⩽ M

2π

ε

M
2π (2.72)

= ε (2.73)

故连续性得证.
6. 计算可得 ‘f ∗ g(n) = 1

2π

∫ π

−π

f ∗ g(x)e−inxdx (2.74)

=
1

2π

∫ π

−π

1

2π

ï∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy
ò
e−inxdx (2.75)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iny

ï∫ π

−π

g(x− y)e−in(x−y)dx

ò
dy (2.76)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iny

ï∫ π

−π

g(x)e−inxdx

ò
dy (2.77)

= f̂(n)ĝ(n) (2.78)

对于一般的可积情形，我们借助如下引理（暂且不证）：

引理 2.1

♥

设 f 为圆上的可积函数，且对任意 x，都有 |f(x)| ⩽ B，则存在一列连续函数 {fk}，对于每个函数都有
sup

x∈[−π,π]

|fk(x)| ⩽ B，并且

lim
k→∞

∫ π

−π

|f(x)− fk(x)|dx = 0 (2.79)

证明 （一般可积情形）命题中 1,2的证明与连续情况相同，只讨论其它几个.对于圆上的可积函数 f, g，设它们
公共上界为 B，根据上述引理，可以找到对应的函数列 {fk}, {gk}，并且

f ∗ g − fk ∗ gk = (f − fk) ∗ g + fk ∗ (g − gk) (2.80)

我们有估计

|(f − fk) ∗ g(x)| ⩽
1

2π

∫ π

−π

|f(x− y)− fk(x− y)||g(y)|dy (2.81)

⩽ B

2π

∫ π

−π

|f(y)− fk(y)|dy → 0 (2.82)

因此 (f − fk) ∗ g → 0，对 fk ∗ (g− gk)同理，并且这样的估计对 x一致的成立，因此 fk ∗ gk ⇒ f ∗ g，而每
个 fk ∗ gk 都是连续函数，这表明 f ∗ g还是连续的（连续函数列的一致极限），同样借助 fk ∗ gk 和已证的连续函
数结论，可证 3,4,6成立.
之所以在 Fourier级数中插入对卷积的讨论，是因为将 Fourier系数代入级数表达式，就会出现卷积的形式.

若考虑 Fourier级数的部分和，则有

SNf(x) =

N∑
n=−N

f̂(n)einx (2.83)

=

N∑
n=−N

Å
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−inydy

ã
einx (2.84)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

(
N∑

n=−N

ein(x−y)

)
dy (2.85)

= f ∗DN (x) (2.86)

函数 f 的 Fourier级数的部分和中自然出现了卷积，而与 f 进行卷积的函数DN 则是一类重要的函数，也是
接下来要讨论的核的一种：Dirichlet核.从 Fourier级数中提炼出核，表明研究 SNf 可以从研究对应的 Dirichlet
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2.2 卷积与核

核入手.

2.2.2 核与好核

谈及核，我们先例举两种比较经典的核，Dirichlet核与 Poisson核，前者我们在刚才已经见过，后者在 PDE
中更常见.
例 2.3三角多项式

DN (x) =

N∑
n=−N

einx (2.87)

被称为第 N 项 Dirichlet核.可以看出，求和的相邻项之间是等比的，因此设 w = eix，使用等比数列求和公
式可得

DN (x) =

N∑
n=−N

wn =

N∑
n=0

wn +

−1∑
n=−N

wn (2.88)

=

N∑
n=0

wn +

N∑
n=1

w−n (2.89)

=
1− wN+1

1− w
+ w−1 1− w−N

1− w−1
=

1− wN+1

1− w
+
w−N − 1

1− w
(2.90)

=
w−N − wN+1

1− w
=
w−(N+1/2) − wN+1/2

w−1/2 − w1/2
(2.91)

=
sin(N + 1

2 )x

sin x
2

(2.92)

这也是 Dirichlet核的三角形式，我们更熟悉的形式.
例 2.4函数

Pr(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|einθ (2.93)

称为 Poisson核，其中 θ ∈ [−π, π], 0 ⩽ r < 1，Poisson核经常出现在热传导方程相关问题中.
易得该级数是绝对收敛的，因此可以交换求和次序，令 w = reix，可得到

Pr(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|einθ =

∞∑
n=0

wn +

∞∑
n=1

w̄n (2.94)

=
1

1− w
+

w̄

1− w̄
(2.95)

=
1− w̄ + (1− w)w̄
(1− w)(1− w̄)

=
1− |w|2

|1− w|2
(2.96)

=
1− r2

1− 2r cos θ + r2
(2.97)

这是 Poisson核的三角形式.
虽然很难定义什么是一个“核”，但通过上面的两个例子，我们可以大致感受核这一概念.在证明定理2.1时，

我们曾构造过一列三角多项式 {pk}，它们在原点有“峰”，因此我们可以在将 f 的积分限制在原点附近，以此得
到我们期望的矛盾，这也是一种核，并且是一类性质很好的核，借助卷积运算，可以进一步体现其强大之处.首
先来定义“好核”的概念.

定义 2.5 (好核 (good kernel))
称一列定义在圆上的函数 {Kn(x)}是“好核”，若其满足：

1. 对任意 n ⩾ 1，都有
1

2π

∫ π

−π

Kn(x)dx = 1. (2.98)

14



2.2 卷积与核

♣

2. 存在M > 0，使得对任意 n ⩾ 1，有 ∫ π

−π

|Kn(x)|dx ⩽M. (2.99)

3. 对任意 δ > 0，都有

lim
n→∞

∫
δ⩽|x|⩽π

|Kn(x)|dx = 0. (2.100)

简单来说，如果将好核Kn看作质量分布，则当 n→∞时，Kn(x)的大部分质量会处于原点附近，边缘部
分会非常小，以至于最后会“只剩下原点的‘峰’”，从图像出发，可以更直观感受到好核的性态：

图 2.1: 好核

好核到底好在哪里？先让话题回到卷积，卷积具有很多非常良好的性质，它可以作为一种运算定义在全体
Riemann可积函数组成的集合中，那么卷积运算是否存在单位元，即是否存在函数 g(x)，使得对任意 Riemann可
积函数 f，都有 g ∗ f = f 成立？答案是否定的，假设存在这样的函数 g(x)，考虑函数 f(x) = einx，则

einx =
1

2π

∫ π

−π

g(y)ein(x−y)dy (2.101)

1 =
1

2π

∫ π

−π

g(y)e−inydy (2.102)

这表明对任意 n ∈ Z，都有 ĝ(n) = 1，但 g为 Riemann可积函数，根据 Riemann-Lebesgue引理可知

lim
n→∞

ĝ(n) = 0 (2.103)

这显然是矛盾的.
但在分析学中，一个很重要的观点就是“逼近”，既然不存在，能否用一列函数去逼近？好核的意义正在于

此，对于好核，我们有如下逼近定理：

定理 2.2 (逼近定理)

♥

设 {Kn}为好核，f 为圆上的 Riemann可积函数，则当 f 在 x处连续时，有

lim
n→∞

f ∗Kn(x) = f(x) (2.104)

特别地，若 f 在圆上连续，则上式一致地成立.

正因如此，好核也常被称为“单位近似”(approximation to the identity).
证明 根据 f 的可积性可知其有界，故假设对任意 x，都有 |f(x)| ⩽ C.由于 f 在 x处连续，故对任意 ε > 0，存
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2.2 卷积与核

在 0 < δ < π，对于任意 |y| < δ，都有

|f(x− y)− f(x)| < πε

M
(2.105)

其中M 为好核定义 2中的上界.由于 {Kn}为好核，故对上面的 δ > 0，存在 N 使得对任意 n > N 都有∫
δ⩽|x|⩽π

|Kn(x)|dx <
πε

2C
(2.106)

因此我们有估计

|f ∗Kn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

Kn(y)[f(x− y)− f(x)]dy
∣∣∣∣ (2.107)

⩽ 1

2π

∫ π

−π

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)|dy (2.108)

=
1

2π

∫
|y|<δ

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)|dy +
1

2π

∫
δ⩽|y|⩽π

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)|dy (2.109)

<
πε

M

1

2π

∫
|y|<δ

|Kn(y)|dy +
2C

2π

∫
δ⩽|y|⩽π

|Kn(y)|dy (2.110)

<
πε

M

M

2π
+

2C

2π

πε

2C
(2.111)

= ε (2.112)

故

lim
n→∞

f ∗Kn(x) = f(x). (2.113)

特别地，若 f 为连续函数，则必然一致连续（Cantor引理），因此上面的 δ可一致地取到，最终得到的结果
必然是一致收敛的.
好核具有非常好的性质，回想 Fourier级数的部分和，有 SNf(x) = f ∗DN (x)，因此我们自然会产生一个问

题：Dirichlet核是不是好核？若是，那么对任何 Riemann可积函数 f，在连续点 x处都有

f(x) = lim
N→∞

SNf(x) (2.114)

那么关于 Fourier级数的讨论可以简化许多.但是，虽然对任意 N，可以计算得到

1

2π

∫ π

−π

DN (x)dx =
1

2π

∫ π

−π

N∑
n=−N

einxdx (2.115)

=
1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π

einxdx (2.116)

= 1 +
1

2π

N∑
n=−N
n ̸=0

einπ − e−inπ

in
(2.117)

= 1 +
1

2π

N∑
n=−Nn ̸=0

(−1)n − (−1)−n

in
(2.118)

= 1 (2.119)

但对任意 N，我们可以得到下面的命题，它与好核的定义 2矛盾.

命题 2.2

♠

对任意 N ∈ N，都有 ∫ π

−π

|DN (x)|dx ⩾ cHN (2.120)

其中 c为常量，HN 为调和级数的前 N 项和.
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2.3 收敛性的进一步讨论

证明 这里我们使用 Dirichlet核的三角形式，即

DN (x) =
sin(N + 1

2 )x

sin 1
2x

(2.121)

由于 |DN (x)|为偶函数，故∫ π

−π

|DN (x)|dx = 2

∫ π

0

|DN (x)|dx (2.122)

⩾ 2

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π
N+1/2

kπ
N+1/2

∣∣∣∣∣ sin(N + 1
2 )x

sin 1
2x

∣∣∣∣∣ dx (2.123)

⩾ 2

n−1∑
k=0

2N + 1

(k + 1)π

∫ (k+1)π
N+1/2

kπ
N+1/2

∣∣∣∣sin(N +
1

2
)x

∣∣∣∣ dx (2.124)

= 2

n−1∑
k=0

2

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ

|sin t| dt (2.125)

=
8

π

n∑
k=1

1

n
(2.126)

得证.
如果从函数图像直观来看 Dirichlet 核，则它不是好核的原因在于当 N 充分大时，它在边缘会振荡非常快.

这也告诉我们，Fourier级数的收敛性是错综复杂的，路漫漫其修远，我们将继续求索.
关于好核，我援引一段math.stackexchange.com网站上的一段回答结束这一部分讨论，原问题（3294744）问

到好核的实际意义（价值），得到了这样的回答：
In general, Good kernels serve as a bridge between the continuous and the discontinuous, and even the discrete.
The mathematical tools of analysis are generally defined for functions that are at least continuous, and often smooth.

But when you model a physical object, that model is generally discontinuous. For example, density suddenly drops from
a non-zero value to zero as you cross the boundary of your model. In the ”real world”, this doesn’t occur. In fact, below
a certain level, the very concept of the boundary of a physical object breaks down. Which atoms are part of the object vs
not? How far out from each atom in the object does the space inside the object vs outside extend? ”Volume”, ”Density”,
”Surface Area”, ”Length”, etc are not even definable, much less measurable, beyond certain limits of accuracy. To apply
mathematical methods to ”real world objects” - i.e., to do physics and engineering - is to pretend that this limit of definition
does not exist.

For convenience, we represent particles as points, and extended objects as volumes of space with well-defined bound-
aries. But doing so engenders discontinuities, particularly in densities. The density function in the vicinity of a particle is
not even representable by a function. It must somehow integrate to give the mass of the particle while being 0 everywhere
except at that one point.

So to apply our continuous mathematical tools to these discontinuous models, we have to approximate the discontin-
uous functions with continuous ones. And that exactly is what these good kernels are doing. They approximate a density
”function” of a particle of mass 1 located at the identity. Operations that require a continuous density can be applied to
the kernels, then taking the limit as n→∞ provides the answer for the actual particle.

2.3 收敛性的进一步讨论
在前面的讨论中，很多情况下 Fourier级数并不能很好的收敛，对此通常有两种思路：进一步剖析，细化其

收敛的条件；考虑新的求和方式，讨论 Fourier级数在新方式下的收敛情况，本节我们将着重讨论后者，首先介
绍两种求和，Cesaro和与 Abel和.
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2.3 收敛性的进一步讨论

2.3.1 Cesaro和

对于级数
∞∑
k=0

= ak，我们通常情况下定义其部分和

sn =

n−1∑
k=0

ak (2.127)

并当 n→∞时，若数列 sn极限存在，则将其定义为级数的（收敛）值.这是最基本的求和方式，在这种情
况下，级数

∞∑
k=0

(−1)k显然是发散的（因为其部分和数列极限点不唯一），它的部分和数列为 {1, 0, 1, 0, · · · }.从它

的部分和数列考虑，可以看到各项均匀分布在 1/2附近，那么我们自然会想，能否将代表部分和数列平均值的
1/2作为一种新意义下的极限呢？因此便引出了 Cesaro和的概念.

定义 2.6 (Cesaro和)

♣

对于数列 {an}，设其部分和为 sn =
n−1∑
k=0

ak，则定义其 Cesaro部分和（或 Cesaro平均）为

σN =
s0 + · · ·+ sN−1

N
(2.128)

若数列 {σn}收敛到 σ，则称级数
∑
an 在 Cesaro和意义下收敛到 σ.

Cesaro和实际上是传统求和方式的直接推广，因为根据 Stolz公式，若 sn 本身是收敛的，那么 σn 会与 sn

有相同的极限，反之不然，比如容易验证，
∞∑
k=0

(−1)k 在 Cesaro和意义下收敛到 1/2.

在这种推广意义下考虑 Fourier级数，可以定义函数 f 的 Fourier级数的 Cesaro平均为

σNf(x) =
S0f(x) + · · ·+ SN−1f(x)

N
(2.129)

我们知道 Snf = f ∗Dn，同样地，对于上面的 Cesaro平均，也可以得到

σNf(x) =
S0f(x) + · · ·+ SN−1f(x)

N
(2.130)

=
f ∗D0(x) + · · ·+ f ∗DN−1(x)

N
(2.131)

= f ∗
Å
D0 + · · ·+DN−1

N

ã
(x) (2.132)

= f ∗ FN (x) (2.133)

上面的 FN 是 Fourier分析中非常重要的 Fejer核，它也是 Dirichlet核的 Cesaro和.更进一步，我们可以得
到 Fejer和的表达式，为方便起见，同样作约定 w = eix.

Fn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

Dk(x) =
1

n

n−1∑
k=0

w−k − wk+1

1− w
(2.134)

=
1

n(1− w)

ï
1− w−n

1− w−1
− w − wn+1

1− w

ò
(2.135)

=
1

n(1− w)

ï
w−n+1 − w

1− w
− w − wn+1

1− w

ò
(2.136)

=
w−n + wn − 2

n(w−1 + w − 2)
=

(wn/2 − w−n/2)2

n(w − w−1)2
(2.137)

=
1

n

sin2(nx/2)

sin2(x/2)
(2.138)

虽然 Dirichlet不是好核，但是其 Cesaro和的结果——Fejer核是一个好核，Fejer核的重要性也正在于此，我
们下面来证明这件事.

18



2.3 收敛性的进一步讨论

命题 2.3

♠

Fejer核

Fn(x) =
1

n

sin2(nx/2)

sin2(x/2)
(2.139)

是好核.

证明
1. 首先来验证归一化条件.

1

2π

∫ π

−π

Fn(x)dx =
1

2πn

∫ π

−π

n−1∑
k=0

Dk(x)dx (2.140)

=
1

n

n−1∑
k=0

1

2π

∫ π

−π

Dk(x)dx (2.141)

= 1 (2.142)

2. 由于 Fejer核是非负的，因此条件 2是显然满足的.
3. 最后来验证边缘的衰减性.首先证明一个对正弦函数的估计，对任意 |x| ⩽ π，都有

|x| ⩽ π| sin x
2
|. (2.143)

令 g(x) = x− π sin x
2，根据对称性，只需要证明 0 ⩽ x ⩽ π时有 g(x) ⩽ 0即可.

由于 g′(x) = 1− π
2 cos x

2，故 g′(x)在 [0, π]存在唯一零点 x0，并且 g′(x)在 [0, x0]为正，在 [x0, π]为负，这
表明 g(x)在 [0, x0]单调递减，在 [x0, π]单调递增，但由于 g(0) = g(π) = 0，故在 [0, π]恒有 g(x) ⩽ 0.
利用这个估计，对任意 0 < δ < π，都有∫

δ⩽|x|⩽π

|Fn(x)|dx =
2

n

∫ π

δ

sin2(nx/2)

sin2(x/2)
dx ⩽ 2π2

n

∫ π

δ

1

x2
dx (2.144)

= 2π2

Å
1

δ
− 1

π

ã
1

n
(2.145)

= c(δ)
1

n
(2.146)

这表明对任意给定的 δ，任意 ε > 0，只要取 N = b(c(δ) + 1)/εc，那么对任意 n > N，都有∫
δ⩽|x|⩽π

|Fn(x)|dx ⩽ c(δ)

n
⩽ c(δ)

c(δ) + 1
ε < ε (2.147)

得证.
因为 Fejer核是好核，故许多好核的性质都可以直接“移植”过来，我们有如下推论

推论 2.5

♥

设 f 为圆上的 Riemann可积函数，则在 Cesaro和的意义下，f 的 Fourier级数在任何连续点 x收敛到 f，
即

lim
n→∞

σnf(x) = f(x) (2.148)

特别地，若 f 在圆上连续，则上式一致地成立.

推论 2.6

♥
设 f 为圆上的 Riemann可积函数，且对任意 n ∈ Z都有 f̂(n) = 0，那么若 f 在 x0处连续，则 f(x0) = 0.

这个命题我们在一开始就证明过，当时也是构造了一种好核，但在这里借助 Cesaro和可以更简单说明这件
事.
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2.3 收敛性的进一步讨论

推论 2.7 (Weierstrass逼近定理)

♥

圆上的连续函数可以被三角多项式一致逼近，换句话说，给定圆上的连续函数 f，对任意 ε > 0，都存在
三角多项式 P，使得

sup
x∈[−π,π]

|f(x)− P (x)| < ε. (2.149)

这条定理可以看作Weierstrass逼近定理的三角形式，因为 σnf = f ∗Fn为三角多项式，所以利用 Fourier级
数的 Cesaro和可以直接给出一个构造性证明1.

2.3.2 Abel和

另一种求和方式是 Abel和.

定义 2.7 (Abel和)

♣

对于级数
∞∑
k=0

ak，称其 Abel和为 s，若对任意 0 ⩽ r < 1，级数

A(r) =

∞∑
k=0

akr
k (2.150)

收敛，并且 lim
r→1

A(r) = s，其中 A(r)称为级数的 Abel和（或 Abel平均）.

根据幂级数理论可知，若级数收敛，则其在 Abel和意义下也收敛到相同值.事实上，Abel和是一种比 Cesaro
和更强的求和，也就是说若级数在 Cesaro和意义下收敛，则其在 Abel和意义下也收敛到相同值，反之不然，我
们在证明下述命题后给出一个反例.

命题 2.4

♠若级数在 Cesaro和意义下收敛，则其在 Abel和意义下也收敛到相同值.

证明
例 2.5考虑级数

1− 2 + 3− 4 + 5− · · · =
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1), (2.151)

如果考虑其 Cesaro和，则有

sn =

n∑
k=0

(−1)k(k + 1) = (−1)n
°
n+ 1

2

§
(2.152)

=

0, n为奇数
n
2 + 1, n为偶数

(2.153)

σn =
1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
°
k + 1

2

§
(2.154)

=

n+1
2n , n为奇数

0, n为偶数
(2.155)

即其在 Cesaro和意义下发散.但是

A(r) =

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)rk =
1

(1 + r)2
(2.156)

1关于Weierstrass逼近定理，如果有机会我们在附录中进行更多的介绍（先挖个坑）.
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2.3 收敛性的进一步讨论

因此该级数在 Abel和意义下收敛，且 Abel和为 1/4.
如果对 Fourier级数考虑 Abel和，则有

Arf(x) =

∞∑
n=−∞

r|n|f̂(n)einx (2.157)

=

∞∑
n=−∞

r|n|
Å

1

2π

∫ π

−π

f(y)e−inydy

ã
einx (2.158)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

( ∞∑
n=−∞

r|n|ein(x−y)

)
dy (2.159)

= f ∗ Pr(x) (2.160)

函数项级数的一致收敛保证了上面的求和号与积分号可以交换.这里出现了我们在前面举过例子的 Poisson
核，相比于 Dirichlet核、Fejer核以自然数为指标，Poisson核可以看作一种不可数指标的核，而对于这种核，我
们同样可以将好核的概念推广，这只需要将好核定义中的 n换成 r，并将定义 3中的极限修改为 r → 1即可（毕
竟 Poisson核中 0 ⩽ r < 1），更进一步，好核的性质也都可以推广过来.而有了这样的推广，我们自然会好奇：
Poisson核是不是好核？答案是肯定的.

命题 2.5

♠

Poisson核

Pr(x) =

∞∑
n=−∞

r|n|einx =
1− r2

1− 2r cosx+ r2
(2.161)

是好核.

证明
1. 首先验证归一化条件.

1

2π

∫ π

−π

Pr(x)dx =
1

2π

∫ π

−π

∞∑
n=−∞

r|n|einxdx (2.162)

=
1

2π

∞∑
n=−∞

∫ π

−π

r|n|einxdx (2.163)

=
1

2π

∫ π

−π

1dx+
1

2π

∑
n ̸=0

∫ π

−π

r|n|einxdx (2.164)

= 1 (2.165)

上面积分与求和号可交换是因为级数绝对一致收敛.
2. 再验证绝对值有界性.因为 Pr(x)的分子与分母均为正（分子显然，分母均值不等式易得），故 Pr(x) > 0，
因此绝对值有界性是显然的.

3. 最后验证边缘衰减性.对于任意 0 < δ < π，

1− 2r cosx+ r2 ⩾ 1− 2r cos δ + r2 (2.166)

⩾ min{1, 2(1− cos δ)} := c(δ) > 0 (2.167)

因此
1

2π

∫
δ⩽|x|⩽2π

|Pr(x)|dx =
1

π

∫ π

δ

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx (2.168)

⩽ 2(1− r)
c(δ)

1

π
(π − δ) (2.169)

=
2(π − δ)
πc(δ)

(1− r) (2.170)

令 r → 1，得证.
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2.3 收敛性的进一步讨论

与 Cesaro和类似，我们有推论

推论 2.8

♥

设 f 为圆上的 Riemann可积函数，则在 Abel和的意义下，f 的 Fourier级数在任何连续点 x收敛到 f，即

lim
r→1

Arf(x) = f(x) (2.171)

特别地，若 f 在圆上连续，则上式一致地成立.

利用 Abel和，我们可以对第一章中的热方程作更多的讨论，不过暂时仅限单位圆盘上的稳态情况（这种情
况下的方程也被称为位势方程）.圆盘的对称性促使我们在极坐标系中思考问题，即设 u = u(r, θ)，则方程可表
示为 ∆u = ∂2u

∂r2 + 1
r
∂u
∂r + 1

r2
∂2u
∂θ2 = 0

u|∂D = u(1, θ) = f(θ)
(2.172)

这就是带有第一类边值（也称 Dirichlet边值）的位势方程.假设解有形式

u(r, θ) =

∞∑
m=−∞

cmr
|m|eimθ (2.173)

这里 cm 是待定的系数，也是函数 f 的第m项 Fourier系数（令 r = 1易知），也就是说

u(r, θ) = Arf(θ) =
1

2π

∫ π

−π

f(φ)Pr(θ − φ)dφ (2.174)

事实上，在满足一些条件下，这样构造出的函数确实是方程的解（并且是唯一解）.

定理 2.3

♥

设 f 为单位圆上的可积函数，则定义在单位圆盘中的函数 u(r, θ) = f ∗ Pr(θ)有如下性质：
1. u在单位圆盘中有二阶导数，并且满足 ∆u = 0.
2. 若 f 在 θ处连续，则

lim
r→1

u(r, θ) = f(θ). (2.175)

特别地，若 f 为连续函数，则上式一致地成立.
3. 若 f 为连续函数，则 u(r, θ)是满足上面两个条件的稳态热传导方程（位势方程）2.172的唯一解.

证明
1. 我们主要使用函数项级数中的逐项微分定理.我们将 u表示为

u(r, θ) = lim
N→∞

uN (r, θ) = lim
N→∞

N∑
m=−N

cmr
|m|eimθ (2.176)

则每一项 uN 都是可微的，且计算可得

∂uN
∂θ

=

N∑
m=−N

imcmr
|m|eimθ (2.177)

根据Weierstrass判别法（这里要用到每个 cm的一致有界性），该函数列绝对一致收敛，并且 uN 至少在圆
盘中一点收敛（事实上同样利用Weierstrass判别法，它在圆盘中每一点都收敛），因此对 u(r, θ)关于 θ的
微分算子可与求和交换，即证 u关于 θ一阶可微，同理可证二阶可微.
对于 r 也是一样.在证明可微后，为了计算验证其满足 Laplace方程，只需要对每一求和项进行验证即可，
设第m > 0项为 v(r, θ)，则

∂v

∂r
= |m|cmr|m|−1eimθ (2.178)

∂2v

∂r2
= |m|(|m| − 1)cmr

|m|−2eimθ (2.179)
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2.4 *不连续情况的 Fourier级数

∂v

∂θ
= imcmr

|m|eimθ (2.180)

∂2v

∂θ2
= −m2cmr

|m|eimθ (2.181)

代入方程

∆v =
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
(2.182)

得证.
2. 第二点是“显然”的，只需要使用前面的推论2.8即可.
3. 对于第三点，我们已验证 u是解，假设还有解 v满足前两条，则对于每个固定的 0 < r < 1，该解有 Fourier
级数（收敛性由连续性得到）

v(r, θ) =

∞∑
n=−∞

an(r)e
inθ, an(r) =

1

2π

∫ π

−π

v(r, θ)e−inθdθ (2.183)

将其代入方程 ∆v = 0可得

a′′n(r) +
1

r
a′n(r)−

n2

r2
an(r) = 0 (2.184)

我们在第一章讨论过，这类 ODE的解为

an(r) = Anr
n +Bnr

−n (2.185)

根据 an 有界性（v有界）可知 Bn = 0，为了求出 An 我们令 r → 1，则有

An =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθdθ (2.186)

这表明 v仍旧由 f 的 Fourier系数确定，即 u = v，唯一性得证.
注在上面的 3中，若 u为方程的解，并且当 r → 1时一致趋于 0，则 u ≡ 0，但若是驻点趋于 0则不然.比如考虑

u(r, θ) =
∂Pr

∂θ
= − 2r(1− r2) sin θ

(1− 2r cos θ + r2)2
(2.187)

容易验证其满足

∆u = 0 (2.188)

lim
r→1

u(r, θ) = 0, ∀θ (2.189)

但 u不是恒为 0的.

2.4 *不连续情况的 Fourier级数
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第 3章 Fourier级数的收敛性

3.1 平方平均收敛
在本节中，我们主要讨论 Fourier级数的一种新收敛性，平方平均收敛，相比于过去使用的逐点收敛，或是

在此基础上的一致收敛，平方平均收敛体现了一种整体的收敛.因为收敛性依赖于范数，因此我们先对线性代数
的内容做一些回顾、准备.

3.1.1 内积空间

在线性代数中，我们定义过抽象向量空间

定义 3.1 (向量空间)

♣

称一个带有加法与数乘的集合 (V/F,+, ·)为域 F线性空间（向量空间），要求：
1. (V,+)构成 Abel群：

(a). 单位元：0 ∈ V .
(b). 逆元：∀v ∈ V, ∃(−v) ∈ V : v + (−v) = 0.
(c). 封闭性：∀u, v ∈ V, u+ v ∈ V .
(d). 结合律：∀u, v, w ∈ V, (u+ v) + w = u+ (v + w).
(e). 交换律：∀u, v ∈ V, u+ v = v + u.

2. 数乘定义为 F× V → V，满足
(a). 乘法单位元：1 ∈ F, ∀v ∈ V, 1v = v.
(b). 数乘结合律：∀a, b ∈ F, v ∈ V : λ(µv) = (λµ)v.
(c). 分配律：

∀a, b ∈ F, v ∈ V : (a+ b)v = av + bv (3.1)

∀a ∈ F, u, v ∈ V : a(u+ v) = au+ av (3.2)

其中域 F通常为 R或 C，在本节中，如无特殊说明，F均指 R或 C.我们最常见的线性空间就是 Rd/R，它
表示集合

Rd = {(x1, · · · , xd) : x1, · · · , xd ∈ R} (3.3)

其中的加法与数乘则是对应分量的加法与数乘.同样地，Cd/C也是一个常见的向量空间.
在向量空间定义内积，可以将其变成内积空间.

定义 3.2 (内积)

♣

称 V/F上的二元函数 〈·, ·〉 : V 2 → F为内积，若满足
1. 正定性：对任意 v ∈ V : 〈v, v〉 ⩾ 0，取等当且仅当 v = 0.
2. 第一个位置的线性：对任意 u1, u2, v ∈ V, a, b ∈ F : 〈au1 + bu2, v〉 = a〈u1, v〉+ b〈u2, v〉.
3. 共轭对称性：对任意 u, v ∈ V : 〈u, v〉 = 〈v, u〉.

定义了内积的向量空间称为内积空间.

由共轭对称性与第一个位置的线性可以推出第二个位置的共轭线性，因此内积是一种反对称双线性函数.特
别当 F = R时，由于实数的共轭仍然为自身，此时内积变为对称双线性函数.接下来定义范数



3.1 平方平均收敛

定义 3.3 (范数)

♣

称线性空间 V 上的函数 || · || : V → R⩾0 为范数，若其满足
1. 非负性：对任意 v ∈ V : ||v|| ⩾ 0.
2. 齐次性：对任意 c ∈ F, v ∈ V : ||cv|| = |c| ||v||.
3. 三角不等式：对任意 u, v ∈ V : ||u+ v|| ⩽ ||u||+ ||v||.

内积可以自然诱导出范数，即定义范数 ||v|| = 〈v, v〉1/2.比如我们定义 Rd 上的内积为

〈x, y〉 =
d∑

k=1

xiyi, (3.4)

则其诱导出范数 ||x|| = 〈x, x〉1/2 =
»
x21 + · · ·+ x2d，这是我们常见的 Euclid范数，通常使用 | · |代替 || · ||

进行表示.对于复内积空间也可以定义类似的内积与范数，只是形式上与 R的情形有些许不同，即

〈x, y〉 =
d∑

k=1

xiȳi, (3.5)

直观理解，如果不将 yi改为 ȳi，则上面定义的内积将不满足正定性（结果甚至可能会是一个复数）以及共
轭对称性.这种内积也会诱导出范数 ||v|| =

√
x1x̄1 + · · ·+ xdx̄d =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2（这里的 | · |表示模长），

这就是复内积空间中的 Euclid范数.
有了内积，我们可以讨论一个重要概念：正交性.如果从 R2,R3的几何直观来看，正交代表直角、垂直，而

更广义的正交实际上也是这种不相干性、无关性的推广，后面我们会证明，正交性与勾股定理的联系.

定义 3.4 (正交性)

♣
称内积空间 V 中两个 u, v正交，若 〈u, v〉 = 0，记为 u ⊥ v.

容易看出，若 u与 v正交，则 v与 u正交，这表明在正交性的叙述中向量的次序无关紧要；并且 0与任何
向量正交，0也是 V 中唯一与自身正交的向量（根据内积的正定性）.

正交性使得我们可以对向量进行正交分解，即将向量 u分解为沿向量 v 6= 0方向以及与 v 正交的方向上的
向量之和.

命题 3.1 (正交分解)

♠

设 u, v ∈ V, v 6= 0，令 c = ⟨u,v⟩
||v||2，则

u = cv + w (3.6)

称为 u在 v方向上的正交分解，其中 w ⊥ v.

借助正交分解，可以很容易证明内积空间中的 Cauchy-Schwarz不等式，这一点我们连同（广义）勾股定理、
内积诱导范数的三角不等式一同给出.

命题 3.2

♠

设 V/F为内积空间，|| · ||为内积诱导的范数，则
1. 勾股定理：对任意正交的 x, y ∈ V : ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2.
2. Cauchy-Schwarz不等式：对任意 x, y ∈ V : |〈x, y〉| ⩽ ||x|| ||y||.
3. 三角不等式：对任意 x, y ∈ V : ||x+ y|| ⩽ ||x||+ ||y||.

证明
1. 正交性告诉我们 〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0，因此直接计算可得

||x+ y||2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = ||x||2 + ||y||2. (3.7)
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3.1 平方平均收敛

2. 当 y = 0时，显然成立，若不然，则令

x =
〈x, y〉
||y||2

y + z (3.8)

两边同时与 y做内积可知 z ⊥ y，因此

||x||2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈x, y〉||y||2
y

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + ||z||2 (3.9)

=
|〈x, y〉|2

||y||2
+ ||z||2 (3.10)

⩾ |〈x, y〉|
2

||y||2
(3.11)

移项得证，同时可知等号成立当且仅当 u, v共线.
3.

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2Re〈u, v〉 (3.12)

⩽ ||u||2 + ||v||2 + 2|〈u, v〉| (3.13)

⩽ ||u||2 + ||v||2 + 2||u|| ||v|| (3.14)

= (||u|+ ||v||)2s (3.15)

得证，同时可知等号成立当且仅当 u,v共线且同向.
我们前面大多立足于有限维向量空间的讨论，最后给出两个无限维向量空间的例子.

例 3.1设

ℓ2(Z) =

{
(· · · , a−n, · · · , a0, · · · , an, · · · ) : ak ∈ C,

∑
n∈Z

|an|2 <∞

}
(3.16)

则容易验证 ℓ2(Z)在逐项加法、数乘下是 C上的向量空间（大多条件都是容易验证的，重点在于根据级数
收敛理论说明封闭性），并且可以定义其中内积为

〈a, b〉 =
∑
n∈Z

anb̄n (3.17)

由内积诱导的范数为

||a|| = 〈a, a〉1/2 =

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

(3.18)

内积的合理性是容易验证的，我们下面证明范数所满足的三角不等式确实成立.

命题 3.3

♠
对于任意 a, b ∈ ℓ2(Z)，都有 ||a+ b|| ⩽ ||a||+ ||b||.

证明 对于 a, b，我们定义其从 −n到 n的截断部分为

a(n) = {· · · , 0, a−n, · · · , an, 0, · · · } (3.19)

b(n) = {· · · , 0, b−n, · · · , bn, 0, · · · } (3.20)

则 a(n), b(n) ∈ ℓ2(Z)，并且根据 C2n+1 中的三角不等式可得

||a(n)||+ ||b(n)|| =

Ñ∑
|k|⩽n

|ak + bk|2
é1/2

(3.21)

⩽

Ñ∑
|k|⩽n

|ak|2
é1/2

+

Ñ∑
|k|⩽n

|bk|

é1/2

(3.22)
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3.1 平方平均收敛

⩽
(∑

k∈Z

|ak|2
)1/2

+

(∑
k∈Z

|bk|

)1/2

(3.23)

= ||a||+ ||b|| (3.24)

由于上面的不等式对任意 n ∈ N成立，因此令 n→∞，得证.
最后我们证明一个特殊的命题，ℓ2(Z)空间是完备的.

命题 3.4

♠
向量空间 ℓ2(Z)是完备的，即其中的 Cauchy列收敛，并且极限仍在 ℓ2(Z)中.

证明 设 {an}为 ℓ2(Z)中 Cauchy列，记 ak = (· · · , a−n,k, · · · , an,k, · · · )，根据定义，对任意 ε > 0，存在N > 0，
对任意m,n > N，都有

|ak,m − ak,n| ⩽ ||am − an|| < ε (3.25)

上式对每个固定的 k成立，根据 C中的 Cauchy收敛原理， lim
n→∞

ak,n = bk <∞，我们记

b = (· · · , b−n, · · · , bn, · · · ) (3.26)

下证 an → b.
仿照上面的放缩过程，对于任意 k，也有 ||a(k)m − a(k)n || ⩽ ||am − an|| < ε，根据 C2k+1 中的 Cauchy收敛原

理，对任意 k ⩾ 0，都有

lim
n→∞

a(k)n = b(k) (3.27)

由于上面 N 的选择与 k无关，故上面的极限对 k一致的成立，令 k →∞，就有

lim
n→∞

an = b (3.28)

还需要证明
∑
n∈Z
|bn|2 <∞，使得 b ∈ ℓ2(Z)，由于 n→∞时 an → b，故对任意 ε > 0，当 n充分大时，有

||b|| − ||an|| ⩽ ||b− an|| < ε，这说明

||b|| ⩽ ||an||+ ε (3.29)

故 b平方收敛.
我们讨论过的内积空间 Rd,Cd, ℓ2(Z)都有一个共同的特点，都满足：

1. 范数严格正定，即 ||x|| = 0当且仅当 ||x|| = 0.
2. 向量空间是完备的，即其中的 Cauchy列收敛，并且极限仍在该向量空间中.
满足上面两个条件的内积空间被称为 Hilbert空间，可以看出 Rd,Cd, ℓ2(Z)都是 Hilbert空间的例子.假如上

面的条件有一条不满足，则称之为准 Hilbert空间，下面我们给出一个重要的准 Hilbert空间的例子，它不满足
上述两个条件.
例 3.2设R为圆上的 Riemann可积函数全体构成的集合，则它在逐点加法、数乘的条件下构成 C上的线性空间，
并且我们可以定义内积

〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(θ)ḡ(θ)dθ (3.30)

继而由内积诱导出范数

||f || =
Ç

1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)|2dθ
å1/2

(3.31)

这种范数称为 L2 范数，其满足的三角不等式正好是Minkowski不等式1.
看似一切和前面相同，但是如果采用前面的方法证明 Cauchy-Schwarz不等式，则会出现问题，因为 ||f || = 0

不代表 f 6= 0，这与我们在前一章讨论过的问题相同，可以改变函数在一个点的取值使得积分值不变，比如考虑

1事实上，如果将上面的条件放宽到平方可积函数，对于圆上的平方可积函数定义上面的内积和范数，则可以得到一类重要的内积空间，记为
L2(C).
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3.1 平方平均收敛

在 0处取 1，其它处都取 0的函数.
这也使我们注意到一件事，前面提到过内积的正定性，这里也并不满足，按理来说，这里定义的内积并不能

被称为内积，事实上，根据（可积函数的）Lebesgue引理，满足 ||f || = 0的函数在只圆上一个 Lebesgue零测集
中不为 0，对于这种函数，我们称之“几乎处处为 0”，根据这样的逻辑，我们可以称两个差几乎处处为 0的函数
“几乎处处相等”，因此如果我们不考虑函数的空间，而考虑函数等价类的空间，那么 ||f || = 0就恰好对应了几
乎处处为 0的函数类，但在大部分时候，采用函数等价类的空间不如函数的空间方便，因此我们仍然保持上面
的定义.这就解决了这种问题2.

这里我们给出一个R中的 Cauchy-Schwarz不等式的证明.

命题 3.5

♠
设 f, g ∈ R，则 ||〈f, g〉|| ⩽ ||f || ||g||.

证明 若 f 几乎处处为 0，则不等式显然成立（式左为 0），若不然则 ||f || 6= 0.根据均值不等式，对任意 λ > 0，
有

|f(θ)ḡ(θ)| ⩽ 1

2
(λ|f(θ)|2 + λ−1|g(θ)|2) (3.32)

对上式在 [0, 2π]积分可得

|〈f, g〉| ⩽ 1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)ḡ(θ)|dθ ⩽ 1

2
(λ||f ||2 + λ−1||g||2) (3.33)

接着取 λ = ||g||/||f ||即证.
为了说明上面的内积空间不完备，我们构造R中函数列

fn(x) =

0, 0 ⩽ x ⩽ 1/n

f(x), 1/n < x ⩽ 2π
(3.34)

其中

f(x) =

0, x = 0

ln(1/x), 0 < x ⩽ 2π
(3.35)

则由于

|fn+p(x)− fn(x)| =
1

2π

∫ 2π

0

|fn+p(x)− fn(x)|2dx (3.36)

=
1

2π

∫ 1/n

1/(n+p)

| ln(1/x)|2dx (3.37)

=
1

2π

∫ n+p

n

Å
ln(u)

u

ã2
du ⩽ 1

2π

∫ n+p

n

Ç√
2πx1/3

x

å2

du (3.38)

=

∫ n+p

n

x−4/3du =
x−1/3

−1/3

∣∣∣∣n+p

n

(3.39)

=
3p

n(n+ p)
⩽ 3

n
(3.40)

因此 {fn}为 Cauchy列，并且有 lim
n→∞

fn(x) = f(x)，但是其极限在 0附近发散，且平方不可积（指 Riemann
积分，不考虑反常积分），因此 f 6∈ R.

最后，我们仿照有限维内积空间中标准正交基的概念，定义R中的标准正交系.

2这部分思想参考 Stein的 Real analysis，其中还有一些不太理解的部分，以及一些待处理的细节（比如良定性等），日后再补吧.
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3.1 平方平均收敛

定义 3.5 (标准正交系)

♣

对于R中的一组函数 {φi ∈ R : i ∈ I}，若对于任意 i, j 6= I，都有

〈fi, fj〉 = δij (3.41)

则称 {φi ∈ R : i ∈ I}是R中的一组标准正交系.

正交函数系有很多，后面主要使用的是我们已经很熟悉的 en(x) = einx, n ∈ Z（我们早已验证过它确实满足
标准正交系的条件）.从这种角度看，函数 f 的 Fourier级数的各项系数也可以写成 f 与对应的基进行内积的形
式，即

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)e−inθdθ = 〈f, en〉 (3.42)

同理，Fourier级数的部分和也可以写作

SNf(x) =
∑

|n|⩽N

f̂(n)einx =
∑

|n|⩽N

〈f, en〉en ∈ Span(e−N , · · · , e0, · · · , eN ) (3.43)

回顾有限维内积空间，给定一组标准正交基，则其中任意向量都可被这组基张成，而各个系数也是通过将
向量与对应基作内积得到的.下面回到正题，在此基础讨论 Fourier级数的平方平均收敛问题.

3.1.2 平方平均收敛

延续上一节的讨论，由于 en构成了一组标准正交系，并且 Fourier系数可用内积表示，因此对于任意 {cn ∈
C : N ∈ Z}都有

(f − SNf) ⊥
∑

|n|⩽N

cnen (3.44)

上面的关系可以直接对两边作内积得到.并且我们有

f = (f − SNf) + SNf (3.45)

||f ||2 = ||f − SNf ||2 + ||SNf ||2 = ||f − SNf ||2 +
∑

|n|⩽N

|f̂(n)|2 (3.46)

此外，我们可以得到一个有趣的结论：Fourier级数的最佳逼近.（这实际上也可以看作内积空间中极小化问
题的一个例子.）

引理 3.1 (最佳逼近)

♥

设 f ∈ R，则对任意 N ∈ N, {cn : n ∈ Z}，都成立

||f − SNf || ⩽ ||f −
∑

|n|⩽N

cnen(x)|| (3.47)

等号成立当且仅当对任意 n ∈ Z，都有 cn = f̂(n).

证明 设

f −
∑

|n|⩽N

cnen = f − SNf +
∑

|n|⩽N

bnen (3.48)

其中 bn = f̂(n)− cn，则根据勾股定理（以及前面提到的正交性）可得

||f −
∑

|n|⩽N

cnen|| = ||f − SNf ||+ ||
∑

|n|⩽N

bnen|| (3.49)

= ||f − SNf ||+
∑

|n|⩽N

|bn| (3.50)

⩾ ||f − SNf || (3.51)

得证，且等号成立当且仅当对任意 n ∈ Z，都有 bn = 0，cn = f̂(n).
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3.1 平方平均收敛

上面的引理说明，至多 N 次三角多项式中，与 f 在范数 || · ||的意义下最接近的就是 f 的 Fourier级数的部
分和，这是因为 f 在 Span(e−N , · · · , e0, · · · , eN )空间的正交射影恰好是 SNf，通过下图我们可以更直观理解.

图 3.1: 最佳逼近

下面我们通过最佳逼近引理来证明平方平均收敛定理.

定理 3.1 (平方平均收敛)

♥

设 f ∈ R，则 lim
N→∞

||f − SNf || = 0，即

lim
N→∞

1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− SNf(θ)|2dθ = 0. (3.52)

与证明卷积性质时相同，我们先证明命题对连续情况成立，再利用2.1对可积情形进行处理.
证明 若 f 连续，则根据Weierstrass逼近定理，对任意 ε > 0，存在三角多项式 P(θ)，设其次数为M，使得

sup
θ∈[0,2π]

|f(θ)− P (θ)| < ε (3.53)

但根据最佳逼近引理，对任意 N > M，都有

||f − SNf || ⩽ ||f − P || ⩽ sup
θ∈[0,2π]

|f(θ)− P (θ)| < ε (3.54)

即连续情况得证.若 f 仅可积，则根据引理2.1，对于任意 ε > 0，存在圆上的连续函数 g，使得

sup
θ∈[0,2π]

|g(θ)| ⩽ sup
θ∈[0,2π]

|f(θ)| = B (3.55)∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|dθ < ε2 (3.56)

因此

||f − g||2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|2dθ (3.57)

⩽ 2B

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|dθ (3.58)

⩽ Cε2 (3.59)

而对于连续函数 g，使用上面的结论，存在三角多项式 P (θ)，使得 ||g − P || < ε，因此

||f − SNf || ⩽ ||f − P || ⩽ ||f − g||+ ||g − P || < C ′ε (3.60)

得证.
利用 Fourier级数的平方平均收敛性质以及前面的讨论，可以得到下面两个重要结论：Parseval等式可以看

作R中的勾股定理，这是对 Rn 中勾股定理的直接推广；R-L引理给出了 Fourier系数在无穷远处的衰减性.
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定理 3.2 (Bessel不等式 &Parseval等式)

♥

设 f ∈ R，则对任意 {cn ∈ C : n ∈ Z}，都有 Bessel不等式
∞∑

n=−∞
|cn|2 ⩽ ||f ||2, (3.61)

等号成立当且仅当对任意 n ∈ Z，都有 cn = f̂(n)，此时成立 Parseval等式

||f ||2 =

∞∑
n=−∞

|f̂(n)|2. (3.62)

定理 3.3 (Riemann-Lebesgue引理)

♥

若 f 为圆上的可积函数，则

lim
n→∞

f̂(n) = lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx = 0 (3.63)

如果使用 Euler公式，则可以得到 R-L引理的三角函数形式

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx = 0 (3.64)

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx = 0 (3.65)

作为本节的结尾，我们给出一个更一般的 Parseval等式，它可以看作内积的极限推广.

定理 3.4

♥

设 f, g ∈ R，则

〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(θ)g(θ)dθ =

∞∑
n=−∞

f̂(n)ĝ(n) =

∞∑
n=−∞

〈f, en〉〈en, g〉 (3.66)

证明 我们只需使用复内积空间中的极化恒等式

〈f, g〉 = 1

4

[
||f + g||2 − ||f − g||2 + i(||f + ig||2 − ||f − ig||2)

]
(3.67)

将各项代入，根据级数的可加性，右侧括号内的部分为（只考虑每一项）

|f̂(n) + ĝ(n)|2 − |f̂(n)− ĝ(n)|2 + i(|f̂(n) + iĝ(n)|2 − |f̂(n)− iĝ(n)|2) (3.68)

=2(f̂(n)ĝ(n) + f̂(n)ĝ(n))− 2(f̂(n)ĝ(n)− f̂(n)ĝ(n)) (3.69)

=4f̂(n)ĝ(n) (3.70)

得证.

3.2 对逐点收敛情况的进一步讨论
我们在上一节中讨论了 Fourier级数的平方平均收敛，这是一种整体的性质，甚至平方平均收敛不能保证任

何一点的逐点收敛性.本节我们将延续一开始的讨论，对逐点收敛情况进行进一步讨论，这也称为 Fourier函数
的局部性.

3.2.1 Fourier级数的局部性

如果对于函数的 Fourier级数部分和进行变形，可以得到

SNf(x) = f ∗DN (x) = DN ∗ f(x) (3.71)
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=
1

2π

∫ π

−π

f(x− y)DN (y)dy (3.72)

=
1

2π

Ç∫ π

0

f(x− y)DN (y)dy +

∫ 0

−π

f(x− y)DN (y)dy

å
(3.73)

=
1

2π

Å∫ π

0

f(x− y)DN (y)dy +

∫ π

0

f(x+ y)DN (y)dy

ã
(3.74)

=
1

2π

∫ π

0

[f(x− y) + f(x+ y)]DN (y)dy (3.75)

=
1

2π

∫ π

0

[f(x− y) + f(x+ y)]
sin(N + 1

2 )y

sin y
2

dy (3.76)

对于任意 0 < δ < π，可以将 [0, π]分成 [0, δ], [δ, π]两部分，在 [δ, π]中，任何 DN (x)都有定义（且有限），
根据 R-L定理，当 N →∞时收敛到 0.因此 SNf 在 x处的收敛性仅与上面的函数在 [0, δ]部分的积分有关，而
这个积分也仅依赖 f 在 (x− δ, x+ δ)中的取值，因此我们有下面的定理

定理 3.5 (局部化定理)

♥

设 f 为圆上的可积函数，则 f 的 Fourier级数在点 x0处的收敛情况（收敛性以及收敛值）仅与 f 在 x0附
近的行为有关.

这个定理并不显然，因为我们在定义 Fourier级数时使用的 Fourier系数是用在一个周期上的积分定义的，但
上面的定理告诉我们 Fourier级数在某一点的值其实仅依赖于函数在该点附近的状态.比如要求可积函数在一点
处可微，就可以得到下面的定理.

定理 3.6

♥

设 f 为圆上的可积函数，并且在 x0 处可微，则

lim
N→∞

SNf(x0) = f(x0) (3.77)

证明 定义函数

F (t) =


f(x0−t)−f(x0)

t , t 6= 0, |t| ⩽ π

−f ′(x0), t = 0
(3.78)

则 F 在 x0 附近，在 0可积，综合可得 F 在 [−π, π]可积，因此

SNf(x0)− f(x0) =
1

2π

∫ π

−π

f(x0 − y)DN (y)dy − f(x0) (3.79)

=
1

2π

∫ π

−π

[f(x0 − y)− f(x0)]DN (y)dy (3.80)

=
1

2π

∫ π

−π

F (y)yDN (y)dy (3.81)

其中 y(DN (y)) = y
sin(y/2) sin(N + 1

2 )y，并且 y/ sin(y/2)在 [−π, π]连续，因此根据 R-L定理有

lim
N→∞

(SNf(x0)− f(x0)) = 0 (3.82)

得证.
有了上面的收敛性，我们也可以得到对应的“唯一性”，即下面的命题.

推论 3.1
设 f, g为圆上的可积函数，并且对于 x0，存在包含 x0 的开区间 I 使得

f(x) = g(x), x ∈ I, (3.83)
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3.2 对逐点收敛情况的进一步讨论

♥

则

lim
N→∞

(SNf(x0)− SNg(x0)) = 0 (3.84)

证明 由于函数 f − g在 I 中恒为 0，故 f − g的 Fourier级数在 x0 处收敛到 (f − g)(x0) = 0，得证.
从上面的例子可以大致感受到 Fourier级数的局部化性质，下面我们进一步讨论 Fourier函数的逐点收敛性.

3.2.2 Dini&Lipschitz判别法

我们在等式

SNf(x) =
1

2π

∫ π

0

[f(x− y) + f(x+ y)]
sin(N + 1

2 )y

sin y
2

dy (3.85)

基础上进行讨论，根据前面的讨论，只需要考虑积分（其中 0 < δ < π）

1

2π

∫ δ

0

[f(x− y) + f(x+ y)]
sin(N + 1

2 )y

sin y
2

dy =
1

π

∫ δ

0

f(x− y) + f(x+ y)

2 sin y
2

sin(N +
1

2
)ydy (3.86)

的收敛性，由于当 y → 0时，sin y ∼ y，2 sin y
2 ∼ y，记上面的积分为 IN,δ(x)，则对它的收敛性讨论等价于

讨论另一个积分 JN,δ(x)的收敛性.

引理 3.2

♥

记

In,δ(x) =
1

π

∫ δ

0

f(x− y) + f(x+ y)

2 sin y
2

sin(n+
1

2
)ydy, (3.87)

Jn,δ(x) =
1

π

∫ δ

0

f(x− y) + f(x+ y)

y
sin(n+

1

2
)ydy (3.88)

则对于任意 x，都有

lim
n→∞

(In,δ(x)− Jn,δ(x)) = 0 (3.89)

证明 对任意 x，由于

In,δ(x)− Jn,δ(x) =
1

π

∫ δ

0

h(x, y) sin(n+
1

2
)ydy (3.90)

(3.91)

其中

h(x, y) = (f(x− y) + f(x+ y))

Ç
1

2 sin y
2

− 1

y

å
(3.92)

= (f(x− y) + f(x+ y))
y − 2 sin y

2

2y sin y
2

(3.93)

容易验证 h为可积函数（由于后面一项连续），因此根据 R-L引理，命题得证.
有了这样的观察，可以给出一个很有用的 Dini判别法，

定理 3.7 (Dini判别法)

♥

设 f 为圆上的可积函数，对于某个 s ∈ C，令

φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s, (3.94)

若存在 δ > 0，使得函数 φ(t)/t在 [0, δ]上可积且绝对可积，则 lim
n→∞

Snf(x0) = f(x0).
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3.2 对逐点收敛情况的进一步讨论

注这里的绝对可积是指 |f |在反常积分意义下可积，即若 0为 φ(t)/t的瑕点，则定义∫ π

0

∣∣∣∣φ(t)t
∣∣∣∣ dt = lim

u→0+

∫ π

u

∣∣∣∣φ(t)t
∣∣∣∣ dt (3.95)

绝对可积代表上面极限存在.
证明 利用 Dirichlet核在圆上的积分性质，有

Sn(x0)− s =
1

2π

∫ π

0

[f(x− y) + f(x+ y)− 2s]
sin(N + 1

2 )y

sin y
2

dy (3.96)

=
1

π

∫ π

0

f(x− y) + f(x+ y)− 2s

2 sin y
2

sin(n+
1

2
)ydy (3.97)

根据前面的引理，上式敛散性等价于积分（其中 δ取条件中的 δ）

1

π

∫ δ

0

φ(y)

y
sin(n+

1

2
)ydy (3.98)

但根据条件可知，φ(y)/y在 [0, δ]可积，使用 R-L引理可知命题成立.
借助 Dini判别法，可以很容易推出另一个 Lipschitz判别法，此前我们首先定义 Lipschitz条件.

定义 3.6 (Lipschitz条件)

♣

设 f 是定义在 x0 附近的函数，若存在 δ > 0, L > 0, α ∈ (0, 1]，使得当 t ∈ (0, δ]时就有

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ⩽ Ltα, |f(x0 − t)− f(x0 − 0)| ⩽ Ltα (3.99)

则称 f 在 x0 附近满足 α阶 Lipschitz条件.

推论 3.2 (Lipschitz判别法)

♥

设 f 为圆上的可积函数，且在 x0 附近满足 α阶 Lipschitz条件，则

lim
n→∞

Snf(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
(3.100)

证明 使用 Dini判别法，取 s = (f(x0 − 0) + f(x0 + 0))/2，则
φ(t)

t
=
f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
+
f(x0 − t)− f(x0 − 0)

t
(3.101)

由于 f 在 x0 附近满足 α阶 Lipschitz条件，因此∣∣∣∣φ(t)t
∣∣∣∣ ⩽ 2L

t1−α
(3.102)

故 φ(t)/t可积且绝对可积（比较判别法），因此由 Dini判别法命题得证.
作为上述判别法的应用，可以得到如下推论，即在分段可微条件下，对于 Fourier级数的收敛性有一个美妙

的刻画.

定义 3.7 (分段可微)

♣

设 f 定义在闭区间 [a, b]上，若存在分割

π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, (3.103)

使得如下定义在 [ti−1, ti]上的函数

gi(x) =


f(ti−1 + 0), x = ti−1

f(x), x ∈ (ti−1, ti)

f(ti − 0), x = ti

(3.104)

都是可微的（在端点处单侧可微），则称 f 在 [a, b]上分段可微.
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推论 3.3

♥

若 f 为圆上的分段可微函数，则对任意 x，都有

lim
n→∞

Snf(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
(3.105)

特别的，Snf(x)在连续点处收敛于 f(x).

证明 所有 x可以分为两类：
1. f 在 x0 处存在导两个单侧导数

f ′+(x0) = lim
t→0+

f(x0 + t)− f(x0)
t

, f ′−(x0) = lim
t→0+

f(x0 − t)− f(x0)
−t

(3.106)

2. f 在 x0 处仅有两个有限的广义单侧导数（比如分界点）

f ′+(x0) := lim
t→0+

f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
, f ′−(x0) := lim

t→0+

f(x0 − t)− f(x0 − 0)

−t
(3.107)

对于两种情况，都可得存在 δ > 0，当 0 < t < δ时有

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ⩽ Lt, |f(x0 − t)− f(x0 − 0)| ⩽ Lt (3.108)

因此 f 在 x0 附近满足 1阶 Lipschitz条件，使用 Lipschitz判别法得证.

3.2.3 具有发散 Fourier级数的连续函数

最后我们讨论一个连续周期函数，其 Fourier级数在一点处发散的例子.在定理3.6中，我们根据函数在一点
的可微性得到了其 Fourier级数在这一点的收敛性，我们将要讨论的例子就说明如果将可微性弱化为连续性，那
么收敛性无法保证.
这里构造例子使用到的原理是“对称破缺”（symmetry-breaking），一个物理上的概念.在 Fourier级数中，不

论是 einθ, e−inθ、部分和 SN 或是 Dirichlet核、Fejer核、Poisson核，都具有对称性，而对称破缺代表我们要将∑
n∈Z

ane
inθ 拆分为

∑
n⩾0 和

∑
n<0，下面具体讨论.

首先考虑一个简单的锯齿函数 f，它是圆上的周期函数，在一个周期内取

f(x) =


i(π − x), 0 < x < π

0, x = 0

i(−π − x), −π < x < 0

(3.109)

则其 Fourier系数为

f̂(0) = 0, (3.110)

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx (3.111)

= − 1

2π

∫ 0

−π

i(π + x)e−inxdx+
1

2π

∫ π

0

i(π − x)e−inxdx (3.112)

= − i

2π

∫ π

−π

xe−inxdx (3.113)

= − 1

2π

Å
xe−inx

−n
− ie−inx

−n2

ã ∣∣∣∣π
−π

=
1

n
(3.114)

即

f(x) ∼
∑
n ̸=0

einx

n
(3.115)

为了打破对称性，我们取级数
−1∑

n=−∞

einx

n
(3.116)
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事实上，这样得到的级数并不是一个 Riemann可积函数的 Fourier级数，我们用反证法来说明，若它是可积
函数 f̃ 的 Fourier级数，则其在 x = 0处的 Abel和为

|Arf̃(0)| =
∞∑

n=1

rn

n
(3.117)

借助调和级数的发散性可知， lim
r→1
|Arf̃(0)| = +∞.但另一方面，Fourier级数的 Abel和可写作卷积的形式，

因此

|Arf̃(0)| ⩽
1

2π

∫ π

−π

| ˜f(x)|Pr(x)dx ⩽ sup
x∈[−π,π]

|f̃(θ)| (3.118)

出现了矛盾.
上面的两个函数就是我们构造例子的工具，设

fN (x) =
∑

1⩽|n|⩽N

einx

n
, f̃N (x) =

∑
−N⩽n⩽−1

einx

n
(3.119)

则它们有如下结论

命题 3.6

♠

设 fN , f̃N 如上定义，则
1. |f̃N (0)| ⩾ c lnN .
2. fN (x)对于 N, x一致有界.

证明
1. 利用积分与级数的关系放缩可得

|f̃N (x)| =
N∑

n=1

1

n
⩾

N−1∑
n=1

∫ n+1

n

dx

x
=

∫ N

1

dx

x
= lnN (3.120)

2. 对于结论 2，我们首先证明后面的引理3.3，并取

cn =
einx

n
+
e−inx

−n
=

2i sinx

n
= O(1/|n|) (3.121)

由于 f 有界，|Arf(x)| ⩽ sup
x∈[−π,π]

|f(x)| < +∞，故根据引理3.3，表明 SNf(x)对 N, x一致有界.

引理 3.3

♥

假设级数
∞∑

n=1
cn的 Abel和 Ar =

∞∑
n=1

rncn当 r → 1时有界，若 cn = O(1/n)，那么部分和 SN =
N∑

n=1
cn也

有界.

证明 根据条件，取M 使得对任意 n都有 n|cn| ⩽M，则估计 SN 与 Ar 的差可得

|SN −Ar| =
∣∣∣∣∣

N∑
n=1

cn −
∞∑

n=1

rncn

∣∣∣∣∣ (3.122)

=

∣∣∣∣∣∣
N∑

n=1

cn(1− rn) +
∞∑

n=N+1

rncn

∣∣∣∣∣∣ (3.123)

⩽
N∑

n=1

|cn|(1− rn) +
∞∑

n=N+1

rn|cn| (3.124)

=

N∑
n=1

|cn|(1− r)(1 + r + · · ·+ rn−1) +

∞∑
n=N+1

rn|cn| (3.125)

⩽
N∑

n=1

n|cn|(1− r) +
∞∑

n=N+1

rn
M

n
(3.126)
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⩽MN(1− r) + M

N

∞∑
n=N+1

rn (3.127)

⩽MN(1− r) + M

N

1

1− r
(3.128)

若取 r = 1− 1/N，则 |SN −Ar| ⩽ 2M，设 lim
r→1

Ar = K <∞，则

|SN | ⩽ |SN −Ar|+ |Ar| ⩽ 3M +K (3.129)

令 N →∞，得证.
下面是构造的核心部分，由于 fN 和 f̃N 都是次数为N 的三角多项式，将其平移可以得到次数分别为 3N 和

2N − 1的三角多项式

PN (x) = ei(2N)xfN (x), P̃N (x) = ei(2N)xf̃N (x) (3.130)

容易验证，PN 的 Fourier部分和满足如下命题

命题 3.7

♠

记 SMPN 为函数 PN (x)的 Fourier部分和（M 次），则有

SMPN =


PN , M ⩾ 3N

P̃N , M = 2N

0, M < N

(3.131)

证明 SMPN (x) =
M∑

m=−M

P̂N (m)eimx，计算 Fourier系数

P̂N (m) =
1

2π

∫ π

−π

∑
1 ⩽ |n| ⩽ N

ei(n+2N)x

n
e−imxdx (3.132)

=
∑

1⩽|n|⩽N

1

n

1

2π

∫ π

−π

ei(n+2N−m)xdx (3.133)

=
∑

1⩽|n|⩽N

δn+2N,m

n
(3.134)

=

1/(m− 2N), N ⩽ m < 2N, 2N < m ⩽ 3N

0, m < N,m = 2N,m > 3N
(3.135)

对于题中三种情形，我们分别讨论其部分和
1. 当M < N 时，每个 P̂N (m) = 0，因此 SMPN = 0.
2. 当M = 2N 时，非零项仅在 N ⩾ m < 2N 中出现，因此

SMPN (x) =
∑

N⩽m⩽2N−1

P̂N (m)eimx (3.136)

=
∑

N⩽m⩽2N−1

eimx

m− 2N
=

∑
−N⩽m⩽−1

ei(m+2N)x

m
(3.137)

= P̃N (x) (3.138)

3. 当M ⩾ 3N 时，非零项仅在 N ⩾ m ⩽ 3N,m 6= 2N 中出现，因此

SMPN (x) =
∑

N⩽m⩽3N
m̸=2N

P̂N (m)eimx (3.139)

=
∑

N⩽m⩽3N
m̸=2N

eimx

m− 2N
=

∑
−N⩽m⩽N

m≠0

ei(m+2N)x

m
(3.140)
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= PN (x) (3.141)

得证.
注更直观一些，上面的结论也可以通过下图看出

图 3.2: PN 的 Fourier部分和

最后，我们取数列 αk = 1/k2，Nk = 32
k

，前者求和收敛，后者增长较快，且满足（这里也可取满足这两个
条件的其它数列）

对任意 k，Nk+1 > 3Nk.
lim
k→∞

αk lnNk =∞
其中第一个性质保证了区间 (Nk, 3Nk)两两无交，第二个性质保证了最后构造出的函数在某一点发散.
根据上面的准备工作，可构造出想要的函数

f(x) =

∞∑
k=1

αkPNk
(x) (3.142)

由于级数的每一项都是连续函数，并且 PN 一致有界（因为 |PN (x)| = |fN (x)|），根据 Weierstrass判别法

（
∞∑
k=1

αk 收敛），上面的级数一致收敛，因此 f(x)连续（连续函数列的一致极限），并且由于

|S2Nmf(0)| = |f̃2Nm(0)| ⩾ cαm lnNm +O(1)→∞, m→∞ (3.143)

因此它满足我们所预期的条件：连续函数，Fourier级数在某一点处发散.
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第 4章 Fourier级数的应用

本节主要讨论 Fourier级数的一些应用，包括：
等周问题.
Weyl等分布定理.
处处连续但处处不可微的函数.
圆周上的热方程.

4.1 等周问题
等周问题是一个古老而质朴的问题：用定长的绳子围成封闭、无自交的曲线，怎样使得曲线围成区域面积

最大？做一些抽象化的表述，可以归结到如下命题：
问题 4.1在周长相等的一切平面曲线中，什么样的曲线内部有最大面积？
早在 19世纪，几何学家 Steiner曾利用非常朴素的几何方法给出了一个美妙的结论：若等周问题的解存在，

那么它必定是一个圆.这样的结果并不意外，毕竟这样高度对称的图形总会有一些美妙的性质.不过 Weierstrass
指出了 Steiner证明中的漏洞（尽管最终得到的确实是正确的结果），即忽略了解的存在性，圆不能进一步“优
化”，未必表示圆就是问题的解，与之类似，可以考虑这样的例子：
例 4.1对于大于 1的任意正整数 n，都有 n < n2，因此任意大于 1的正整数 n都不可能是最大的正整数，但这
并不能断言 1是最大的正整数，因为正整数集并没有上界.
下面先简单介绍 Steiner的方法，而后讨论更严谨的证明.

4.1.1 Steiner的进展

Steiner得到圆的过程是，首先给出等周问题的解需要满足的三个条件，然后说明满足这三条性质的闭曲线
必定是圆.

命题 4.1

♠

若闭曲线 Γ是等周问题的解，那么它必定满足如下三个条件：
1. Γ围成的图形是凸的.
2. 若 Γ中有弦 AB 平分周长，那么它也平分 Γ围成图形的面积.
3. 取 Γ中任何一条同时平分周长与面积的弦AB，那么对于 Γ上任何异于A,B的点 P，∠APB = π/2.

注称平面图形 A是凸的，若其中任何两点所连线段上的任何一点仍在 A中.
证明方法很简单，只要说明若曲线不满足某个条件，则可以在保证周长不变的情况下进行变换，得到更大

的面积，从而得证.
首先考虑条件 1，若图形不是凸的，那么存在两点 A,B ∈ Γ，使得线段 AB 除端点外都不在 Γ内部，因此

将 Γ与线段 AB 所围成的区域沿 AB 对折（镜像变换），得到的新图形周长不变，但面积显然增大.

图 4.1: 条件 1与条件 2
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接着考虑条件 2，若某条弦 AB 平分周长，但不平分面积，则仿照前面的操作，将面积更大的部分沿 Γ折
叠，以代替面积小的部分，这样得到的新图形周长不变（因为 AB 平分周长），但面积更大.

最后考虑条件 3，若不然，则将 Γ与 PB 围成部分沿 P 点旋转，直到旋转后的弦 PB′ ⊥ AP，再将 AB′P

一侧的 Γ关于 AB′ 对折，这样得到的新图形周长不变（因为 AB 平分周长与面积），但面积更大（因为增大了
一边的三角形面积，对折后总面积增大）.

图 4.2: 条件 3

容易证明，满足上述三个条件的平面曲线一定是圆.因为任取一条平分周长与面积的弦 AB，记其中点为 O，
则对任意 P ∈ Γ，根据直角三角形的长度关系可得 OP = OA = OB，根据定义可知 Γ是圆.

下面我们借助分析工具对等周问题做更严谨的讨论.

4.1.2 等周问题的解答

首先对曲线、长度、面积的概念做一下定义.

定义 4.1 (曲线)

♣

平面参数曲线定义为 C1 映射 γ : [a, b] → R2 的像集 Γ（一个平面点集）为曲线.特别的，若 γ(a) = γ(b)

则称为闭曲线，若 γ(u) = γ(v)当且仅当 u = v或 (u, v) = (a, b)则称之为简单曲线（即无自交）.

上面的定义保证了 γ 在每一点有连续的导数，且 γ′(s) 6= 0，这可以看作点在曲线上运动，过该点的切线斜
率连续变化.从点运动的角度可以看出，映射 γ 给出了曲线 Γ的定向.
通过采取不同的参数化，可以得到曲线的不同形式，比如若 s : [c, d] → [a, b] ∈ C1，则 η(t) = γ(s(t)) :

[c, d]→ R2就给出了新的参数化.称 η, γ同向（反向），若 s′(t) > 0（s′(t) < 0）.另外，容易验证上面定义的“闭
曲线”“简单曲线”的概念与参数化的选取无关.
若曲线 Γ的参数化为 γ(s) = (x(s), y(s))，则其长度可定义为

ℓ =

∫ b

a

|γ′(s)|ds =
∫ b

a

»
x′2(s) + y′2(s)ds (4.1)

可以看出，长度是曲线的固有属性，不随参数化的改变而改变，即若 γ(s(t)) = η(t)，则∫ b

a

|γ′(s)|ds =
∫ d

c

|γ′(s(t))| |s′(t)|dt =
∫ d

c

|η′(t)|dt (4.2)

在后面的证明中，我们将使用一种特殊的参数化；弧长参数，即 |γ′(s)| ≡ 1，可以理解为点在曲线上匀速运
动，并且这时曲线长度即为

ℓ =

∫ b

a

|γ′(s)|ds = b− a (4.3)

曲线 Γ围成的区域面积可表示为

A =
1

2

∣∣∣∣∫
Γ

(xdy − ydx)
∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣∣
∫ b

a

x(s)y′(s)− y(s)x′(s)ds
∣∣∣∣∣ (4.4)

下面给出本节最核心的定理.

40



4.1 等周问题

定理 4.1 (等周定理)

♥

设 Γ为 R2 中的简单闭曲线，周长为 ℓ，围成区域面积为 A，则

A ⩽ ℓ2

4π
(4.5)

等号成立当且仅当 Γ为圆.

证明 简单起见，不妨设 ℓ = 2π，这样只需证明 A ⩽ π，当且仅当 Γ为单位圆时取等.设 Γ : [0, 2π] : R2, γ(s) =

(x(s), y(s))采用弧长参数，则 x′2(s) + y′2(s) ≡ 1，这也表明

1

2π

∫ 2π

0

(x′2(s) + y′2(s))ds = 1 (4.6)

由于 γ 为闭曲线，因此可将其延拓为圆上的可微函数，因此 x(s), y(s) 都是圆上的可微函数，可以考虑其
Fourier级数

x(s) ∼
∑

x̂(n)eins, y(s) ∼
∑

ŷ(n)eins (4.7)

根据第三章的讨论，x, y的 Fourier级数收敛到自身，并且可以逐项求导，因此

x′(s) ∼
∑

inx̂(n)eins, y′(s) ∼
∑

inŷ(n)eins (4.8)

对 x′, y′ 使用 Parseval等式可得
∞∑

n=−∞
|n|2(|x̂(n)|2 + |ŷ(n)|2) = ||x′||2 + ||y′||2 =

1

2π

∫ 2π

0

(x′2(s) + y′2(s))ds = 1 (4.9)

对于 A使用一般形式的 Parseval等式，可得

A =
1

2

∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

x(s)y′(s)− y(s)x′(s)ds
∣∣∣∣∣ = π|〈x, ȳ′〉 − 〈y, x̄′〉| = π

∣∣∣∣∣
∞∑

n=−∞
n(x̂(n)ŷ(n)− ŷ(n)x̂(n))

∣∣∣∣∣ (4.10)

根据不等式

|ab̄− bā| = 2|Im (ab̄)| ⩽ 2|a| |b| ⩽ |a|2 + |b|2 (4.11)

对上式进行放缩，可得

A = π

∣∣∣∣∣
∞∑

n=−∞
n(x̂(n)ŷ(n)− ŷ(n)x̂(n))

∣∣∣∣∣ (4.12)

⩽ π

∞∑
n=−∞

|n| |x̂(n)ŷ(n)− ŷ(n)x̂(n)| (4.13)

⩽ π

∞∑
n=−∞

|n|2(|x̂(n)|2 + |ŷ(n)|2) (4.14)

= π (4.15)

得证，下面考虑取等条件.上面的不等式取等首先需要满足对任意 n 6= 0，|x̂(n)| = |ŷ(n)|，存在 kn ∈ R使
得 x̂(n) = iknŷ(n)（根据前一个条件可知这里 kn = ±1），并且任意 |n| > 1项都为 0，这表明

x(s) = x̂(−1)e−is + x̂(0) + x̂(1)eis, y(s) = ŷ(−1)e−is + ŷ(0) + ŷ(1)eis (4.16)

再根据 |x̂(1)| = |ŷ(1)|以及
∞∑

n=−∞
|n|2(|x̂(n)|2 + |ŷ(n)|2) = 2(|x̂(1)|2 + |ŷ(1)|2) = 1 (4.17)

可得 |x̂(1)| = |ŷ(1)| = 1/2，再根据 x̂(1) = ±iŷ(1)可设 x̂(1) = eiα/2, ŷ(1) = ei(α+π/2)/2，代入上面的表达
式可得（这里记 a0 = x̂(0), b0 = ŷ(0) ∈ R）

x(s) = x̂(0) + ei(s+α) + e−i(s+α) = a0 + cos(α+ s) (4.18)

y(s) = ŷ(0) + ei(s+α+π/2) + e−i(s+α+π/2) = b0 + cos(α+ s) = b0 − sin(α+ s) (4.19)
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4.2 Weyl等分布定理

因此 Γ为以 (a0, b0)为圆心的单位圆，得证.
上面的证明是由 Hurwitz再 1901年给出的，借助 Fourier级数给出了这样优雅的证明.不过上面的讨论其实

还有一些不严密的地方，比如
如何定义 Γ围成的区域？
上面的结果能否推广到一般的可求长曲线？
· · ·
除此之外，在等周问题上还有许多值得深入讨论的问题，它们中的许多也对分析学的研究提供了重要的思

路.

4.2 Weyl等分布定理
本节我们将借助 Fourier级数讨论一个与无理数有关的问题，首先做一些准备工作，从实数的同余开始.

4.2.1 实数的同余

在初等数论中，我们可以对整数作带余除法，从而定义出模整数同余的概念，进一步讨论 Z上的同余关系.
而对于实数，也可以类比定义对整数的取模，进而讨论在这种意义下的同余. 借助 Gauss 函数（或下取整函数）
f(x) = [x]可以定义 x的整数部分为 [x]，并且记 x的小数部分为 {x} = x−[x]，由此 x可唯一分解为 x = [x]+{x}，
其中 [x] ∈ Z, 0 ⩽ {x} < 1.
例 4.2

2.7 = [2.7] + {2.7} = 2 + 0.7, −3.4 = [−3.4] + {−3.4} = −4 + 0.6 (4.20)

如果将上面的 {x}看作类比余数，则可以定义出实数的同余

定义 4.2 (实数的同余)

♣

称 x, y ∈ R同余，若 x− y ∈ Z，这等价于 {x} = {y}，记为

x ≡ y(modZ) 或 x ≡ y(mod 1). (4.21)

在上面的定义下，两个实数同余可以理解为相差一个整数，所有相差一个整数的实数都可以看作一类等价
的元素，而对于所有的等价类，其中都有唯一的处于 0到 1之间的实数，可以作为这个等价类的代表元.从代数
的角度，上面的过程实际上是定义了商群

R/Z = {r + Z : 0 ⩽ r < 1} (4.22)

从上面的角度，如果考虑一个实数 γ 6= 0，以及数列 γ, 2γ, 3γ, · · ·，表面上看只是一个等差数列，但更有趣
的是关注其在模 Z下的性态，即

{γ}, {2γ}, {3γ}, · · · (4.23)

通过对 γ 分类讨论，可以得到一些初步的结论：若 γ = p/q为有理数（这里 p, q ∈ Z, q > 0, (p, q) = 1），那
么数列为

{p/q}, {2p/q}, · · · , {(q − 1)p/q}, {qp/q} = 0, {(q + 1)p/q} = {p/q}, · · · (4.24)

可以看出数列 {{nγ}}中出现的实数是有限的，进一步，可以说它是一个周期数列.若 γ 为无理数，假设有
n1γ ≡ n2γ(modZ)，那么 (n1 − n2)γ ∈ Z，这与 γ 为无理数矛盾，因此 {{nγ}}中各项两两不同.

上面的观察总结如下：
1. 若 γ 为有理数，那么数列 {{nγ}}中出现的实数是有限的，或者说它是一个周期数列.
2. 若 γ 为无理数，那么数列 {{nγ}}中各项两两不同.
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4.2 Weyl等分布定理

对于 γ是无理数的情形，还可以得到更有趣的结论：数列 {{nγ}}在区间 [0, 1)稠密，即对任意 r ∈ [0, 1), ε >

0，都存在 n ∈ N，使得 |r − {nγ}| < ε，这就是 Kronecker定理.

定理 4.2 (Kronecker定理)

♥
设 γ 是无理数，则数列 {{nγ}}在 [0, 1]中稠密.

我们在此不讨论其初等证明，而是将其作为数列 {{nγ}}具有的一个特性的推论：等分布性.下面我们正式
开始讨论这部分内容.

4.2.2 数列的等分布

定义 4.3 (数列的等分布)

♣

称取值在 [0, 1]的数列 {ξn}在 [0, 1]等分布，若对任意 (a, b) ⊂ [0, 1]，都有

lim
N→∞

#{1 ⩽ n ⩽ N : ξn ∈ (a, b)}
N

= b− a (4.25)

其中 #表示集合的基数，这里表示对应 ξn 的个数.

如果将数列的取值看作数轴上的点，则对于充分大的 N，对于 1 ∼ N 中的每个 n，使 ξn ∈ (a, b)的 n的比
例近似等于区间 (a, b)长度占总长度的比例.这也可以理解为N 充分大时，ξN 落在 [0, 1]中的任何位置的可能性
是相同的.注意，等分布并不是指数列值的整体分布均匀，而是对任意 N，1 ⩽ n ⩽ N 中的点分布均匀，即与数
列的顺序有关.
例 4.3设 {rn}为 [0, 1]中所有的有理数列，则数列

ξn =

rn/2, 2|n

0, 2 ∤ n
(4.26)

不是等分布的，取 (a, b) = (0, 1)，可以看出上面的极限不存在（子列有两个极限点），但另一方面，ξn 在
[0, 1]确实是稠密的.

下面我们给出本节的重要定理.

定理 4.3 (等分布定理)

♥
若 γ 为无理数，则数列 {{nγ}}在 [0, 1]等分布.

如果等分布定理得证，则作为其推论很容易得到 Kronecker定理.如果以 γ =
√
2为例，可以得到下面的分

布图，它直观展示了等分布的状态

图 4.3: 数列 {{
√
2n}}的分布

为了证明上述定理，我们引入集合的示性函数.
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4.2 Weyl等分布定理

定义 4.4 (集合的示性函数)

♣

设全集 A，B ⊂ A，则定义示性函数 χB : A→ {0, 1} ⊂ R

χB(x) =

1, x ∈ B

0, x /∈ B
(4.27)

在上面的定义中取 (a, b) ⊂ [0, 1]，则 χ(a,b)在 (a, b)中取 1，在 [0, 1]\(a, b)取 0，在此基础上可以将 χ(a,b)作
R上的周期延拓（周期为 1），由此可得

#{1 ⩽ n ⩽ N : {nγ} ∈ (a, b)} =
N∑

n=1

χ(a,b)(nγ) (4.28)

这里可以看出作周期延拓的用意，我们从讨论 {nγ}转向了 nγ，相比于小数部分，直接讨论实数往往会更
方便些.同理，等分布定理等价于证明

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ(a,b)(nγ) =

∫ 1

0

χ(a,b)(x)dx. (4.29)

为此，我们通过下面的引理来证明这件事.

引理 4.1

♥

若 f 为周期为 1的连续函数，γ 为无理数，则

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(nγ) =

∫ 1

0

f(x)dx (4.30)

因为出现了周期可积函数，由此我们希望借助 Fourier级数解决这件事，取基 1, e±2πix, · · · , e±2πikx, · · ·，证
明主要步骤如下：

1. 验证命题对上面的基成立.
2. 证明若命题对 f, g成立，则对它们的线性组合仍成立，进而得到命题对三角多项式成立.
3. 对 f 取三角多项式进行估计.

证明 Step 1.若 f = 1，则命题显然成立（左边为常数列，右边积分为 1）；若 f = e2πikx，k ∈ Z, k 6= 0，则积分
为 0，并且

1

N

N∑
n=1

f(nγ) =
e2πikγ

N

1− e2πikNγ

1− e2πikγ
(4.31)

令 N → 0，极限显然为 0.
Step 2.根据引理中算子的线性性，可知命题对任意三角多项式成立.
Step 3.由于 f 为连续周期函数（有界），由此根据Weierstrass逼近定理，对任意 ε > 0，存在三角多项式 P

使得 sup
x∈R
|f(x)− P (x)| < ε/3，并且存在 N0，对任意 N > N0 都有∣∣∣∣∣ 1N

N∑
n=1

P (nγ)−
∫ 1

0

P (x)dx

∣∣∣∣∣ < ε/3 (4.32)

因此∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

f(nγ)−
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

N

N∑
n=1

|f(nγ)− P (nγ)|+
∣∣∣∣∣ 1N

N∑
n=1

P (nγ)−
∫ 1

0

P (x)dx

∣∣∣∣∣+
∫ 1

0

|P (x)− f(x)|dx

(4.33)

< ε (4.34)

命题得证.
为证明 χ(a,b)的情形，只需要使用两个连续函数进行逼近即可.对任意 ε > 0，取周期为 1的折线函数 f+ε , f

−
ε
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如下图所示

图 4.4: 双边逼近 χ(a,b)

则二者都有上界 1，并且 f−ε (x) ⩽ χ(a,b)(x) ⩽ f+ε (x)，以及有积分关系

b− a− 2ε ⩽
∫ 1

0

f−ε (x)dx ⩽
∫ 1

0

f+ε (x)dx ⩽ b− a+ 2ε (4.35)

令 SN = 1
N

N∑
n=1

χ(a,b)(nγ)则有

1

N

N∑
n=1

f−ε (nγ) ⩽ SN ⩽ 1

N

N∑
n=1

f+ε (nγ) (4.36)

令 N →∞，得证.
作为上面过程的一个推论，我们可以证明引理对一般的 Riemann可积函数成立.

推论 4.1

♥

若 f 为周期为 1的 Riemann可积函数，γ 为无理数，则

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(nγ) =

∫ 1

0

f(x)dx (4.37)

证明 对于实值连续函数 f，取分割 π : 0 = x0 < · · · < xN = 1，并定义 fU (x), fL(x)为函数 f 在每一段的最大
值、最小值组成的阶梯函数，则 fL ⩽ f ⩽ fU，∫ 1

0

fL(x)dx ⩽
∫ 1

0

f(x)dx ⩽
∫ 1

0

fU (x)dx (4.38)

并且对任意 ε > 0，存在分割 π使得如上定义的函数满足

0 ⩽
∫ 1

0

fU (x)dx−
∫ 1

0

fL(x)dx < ε (4.39)

由于阶梯函数可以看作多个示性函数的线性组合，因此

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

fU (nγ) =

∫ 1

0

fU (x)dx (4.40)

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

fL(nγ) =

∫ 1

0

fL(x)dx (4.41)

故命题得证.
也可以从动力系统的角度看待上面的推论.比如考虑一个借助角度 θ参数化的圆周，定义其上的一个（旋转）

变换 ρ : θ 7→ θ + 2πγ，以及复合 ρn : θ 7→ θ + 2πnγ，则可以用 ρn 代表时间 t = n，进而考虑序列

f(θ), f(ρ(θ)), · · · , f(ρn(θ)), · · · (4.42)

其中 f(ρn(θ)) = f(θ + 2πnγ).那么随着 n的增大，系统随着时间演化，前面的推论告诉我们对任意 θ，“时
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间平均”都存在，并且都收敛到“空间平均”，即

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(ρn(θ)) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)dx (4.43)

其中 2πγ 为无理数.
回到等分布定理的主题，由等分布定理的证明过程可以得到下面的命题.

定理 4.4 (Weyl准则)

♥

数列 {ξn}在 [0, 1]等分布当且仅当对任意整数 k 6= 0，都有

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πikξn =

∫ 1

0

e2πikxdx = 0 (4.44)

证明 若对任意整数 k都有上面的等式成立，则仿照前面的过程

正交基 −→三角多项式 −→连续函数 −→示性函数 (4.45)

可证.反之，若 {ξn}在 [0, 1]等分布，则有

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ(a,b)(ξn) =

∫ 1

0

χ(a,b)(x)dx. (4.46)

利用 Euler公式将复指数展开为三角的形式，则对仿照前面的过程

示性函数 −→可积函数 (4.47)

分别证明实部与虚部即可.
最后，我们讨论数列 {{γ}}等分布性的一个美妙的几何结论.考虑单位正方形中，从一点发射出的光线，在

接触边界后反射，那么在反射足够长时间后的光路有怎样的性质？

图 4.5: 正方形中的光线反射

首先可以对光路做一些猜测
1. 光会在某一时刻回到 P 点，即成闭环且具有周期性.
2. 光会在正方形中一直传播、反射下去，不会回到 P 点.
为了考虑这两种情况，我们可以不妨设 P 点在正方形的一条边上（比如左边），在此基础上，我们可以将单

位正方形平移并置，考虑平面上的正方形网格，那么光线从其中一个正方形中的一点 P 发射，在接触到边界后
分为两条，一条反射，另一条透过边界射入其它正方形中，以此类推，每次反射时光线都发生“分裂”.那么若
假设发出的光线斜率为 γ > 0，则始终沿直线传播的光线所在光路恰好是平面上的直线 P + (t, γt) = (t, p + γt)

（这里设 P (0, p)）.
根据光线的反射性质，光线 (t, p + γt)与每个正方形的上/下边相交时，在初始正方形中反射的光线也会在

同一时间与初始正方形的上、下边中某个边相交，且两个交点在各边上的相对距离相同（即可以通过平移使之重
合），对于左右边同理，由于问题转化到了边上，因此参数 t可以认为取非负整数，并且这时只需考虑 {p+ nγ}，
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4.3 处处连续但处处不可微的函数

问题转化为：是否存在 n，使得

p ≡ p+ γn(mod 1)⇐⇒ γn ∈ N (4.48)

这时已经来到了我们熟悉的地方，对 γ 进行分类讨论，当 γ 为有理数时，会出现周期性光路，而当 γ 为无
理数时，根据 {{nγ}}的等分布性推出的 Kronecker定理确保必定不会出现周期性光路，甚至不会经过同一条边
上的相同点两次.

4.3 处处连续但处处不可微的函数
在一开始接触数学分析时，就对连续与可微有许多辨析.很多连续函数可以找到不可微点，比如 f(x) = |x|

的 x = 0，我们甚至可以构造出连续函数，使之在给定点甚至可数点处不可微，但是连续但处处不可微的函数却
并不自然（至少我们没办法轻易构造出来），因此一个有趣的问题就是是否存在这样“处处连续但处处不可微”
的函数.1861年，Riemann猜测函数

R(x) =

∞∑
n=1

s
sin(n2x)

n2
(4.49)

是这样的函数（他研究这个函数是因为其与 theta函数有关，这一方面将在后面的章节中介绍），但他并没有
给出证明，只是在一个讲稿中提到了这个函数.这引发了Weierstrass的兴趣，他在此基础上构造出了第一个“处
处连续但处处不可微”的函数，被称为Weierstrass函数

W (x) =

∞∑
n=1

bn cos(anx), b ∈ (0, 1), a ∈ N, ab > 1 + 3π/2 (4.50)

但 Riemann提出的问题并没有结束：1916年，Hardy证明 R(x)在任何 x = kπ处不可微，其中 k为无理数；
直到 1969年，Gerver完全解决了这个问题，即 R(x)在 πp/q的点可微，其中 p, q均为奇整数，并且在其它点不
可微.

在本节中，我们主要证明如下定理

定理 4.5

♥

若 α ∈ (0, 1)，那么

fα(x) = f(x) =

∞∑
n=0

2−nαei2
nx (4.51)

处处连续但是处处不可微.

借助Weierstrass判别法，很容易证明 f 的连续性（连续函数列的一致极限），因此证明的重点会放在可微性.
由于 f 是三角级数，从定义可以看出 f 的一个重要性质：其许多 Fourier系数都为 0，对于这种“跳过”许多项
的 Fourier级数，称为缺项 Fourier级数 (lacunary Fourier series).

定理的证明主要依靠对三种求和的讨论，即 Fourier级数的部分和 SNg = g ∗DN、Cesaro和 σNg = g ∗ FN、
以及由 Cesaro和导出的 delayed mean，定义为

4Ng = 2σ2Ng − σNg = g ∗ (2F2N − FN ) (4.52)

=
SNg + · · ·+ S2N−1g

N
(4.53)

我们可以从一个统一的新视角对比上面的三种求和，设 g(x) ∼
∑
ane

inx，则

SN 表示将所有的 ane
inx 与函数

1, |n| ⩽ N

0, |n| > N
相乘的结果.

σN 表示将所有的 ane
inx 与函数

1− |n|/N, |n| ⩽ N

0, |n| > N
相乘的结果.
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4.3 处处连续但处处不可微的函数

4N 表示将所有的 ane
inx 与函数


1, |n| ⩽ N

2(1− |n|/2N), N < |n| ⩽ 2N

0, |n| > 2N

相乘的结果.

之所以能得到 σN 的结论，是因为可以通过改变求和顺序得到

σNg(x) =
1

N

N−1∑
n=0

Sng(x) =
1

N

N−1∑
n=0

∑
|k|⩽n

ake
ikx (4.54)

=
1

N

∑
|n|⩽N

(N − |n|)aneinx (4.55)

=
∑

|n|⩽N

Å
1− |n|

N

ã
ane

inx (4.56)

其它两者的结论是显然的.下图更直观解释了这一现象

图 4.6: 三种求和

对于4.5中定义的函数 fα，由于其 Fourier系数仅 f̂(2k) 6= 0, k ∈ N，因此对于任意N ′ = 2k ⩽ N，k ∈ N，其
delay mean有

SNf = 4N ′f (4.57)

可归结为如下引理

引理 4.2

♥

若 2N = 2n, n ∈ N，则4.1中定义的函数满足

42Nf −4Nf = 2−nαei2
nx. (4.58)

这从上面的图中也可以很容易看到.
定理的证明采用反证法，假设某个点 x0 处 f ′(x0)存在，进一步推出矛盾.此前作一些准备工作，先证明如

下引理.

引理 4.3

♥

设 g为圆上的连续函数，且在 x0 处可微，则其 Cesaro和满足 (σNg)
′(x0) = O(logN)，并且

(4Ng)
′(x0) = O(logN). (4.59)

证明 由于

(σNg)
′(x0) =

∫ π

−π

F ′
N (x0 − t)g(t)dt =

∫ π

−π

F ′
N (t)g(x0 − t)dt (4.60)
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4.4 圆周上的热方程

并且 Fejer核 FN 具有 2π周期，且为偶函数，因此 F ′
N 在一个周期内积分为 0，再加上 g在 x0的可微性就有

(σNg)
′(x0) =

∫ π

−π

F ′
N (t)[g(x0 − t)− g(x0)]dt (4.61)

|(σNg)′(x0)| ⩽ C

∫ π

−π

|F ′
N (t)| |t|dt (4.62)

其中

FN (t) =
1

N

sin2(Nt/2)

sin2(t/2)
, F ′

N (t) =
N sin(Nt) sin(t/2)− sin2(Nt/2) cos(t/2)

2N sin3(t/2)
(4.63)

因此有放缩

|F ′
N (t)| ⩽ N | sin(Nt) sin(t/2)|+ | sin(Nt/2) sin(Nt/2) cos(t/2)|

2N | sin3(t/2)|
(4.64)

⩽ N + |Nt/2|
2N |t/4|3

=
A

|t|2
(4.65)

另外，由于 FN 为次数为 N，系数模不大于 1的三角多项式，因此 F ′
N 为次数不大于 N 的三角多项式，故

|F ′
N (t)| ⩽ AN2（这里两个估计结果使用了相同的 A，对于不同的常数可以通过取更大者做到这件事），因此

|(σNg)′(x0)| ⩽ C

∫
|t|⩾1/N

|F ′
N (t)| |t|dt+ C

∫
|t|⩽1/N

|F ′
N (t)| |t|dt (4.66)

⩽ CA

∫
|t|⩾1/N

dt

|t|
+ CAN

∫
|t|⩽1/N

dt (4.67)

= O(logN) +O(1) (4.68)

得证.对于4Ng的情形，借助阶的运算易得.
下面开始证明定理4.5.取 N = 2n，假设 f 在一点 x0 处可微，则根据上面的引理有

|(42Nf)
′(x0)− (4Nf)

′(x0)| = O(logN) (4.69)

但是42Nf −4Nf = 2−nαei2
nx，并且 N = 2n，因此故

|(42Nf)
′(x0)− (4Nf)

′(x0)| = 2n(1−α) ⩾ cN1−α (4.70)

由于 N1−α 的阶大于 logN，因此出现矛盾.
最后做一些补充说明.我们上面得到的函数 f 是一个复值函数，但将其拆分为实部与虚部，可以得到两个处

处连续，处处不可微的函数
∞∑

n=0

2−nα cos(2nx),

∞∑
n=0

2−nα sin(2nx) (4.71)

这件事的证明过程也与上面的相同（因为它们对应的 Fourier级数也有“缺项”的性质）.
总结一下，对于函数 fα，当 α > 1时，fα连续可微（可以由逐项微分级数的一致收敛性得到）；当 0 < α < 1

时，我们证明了 fα 处处连续但处处不可微；而对于 α = 1的情况，我们将在下一章进行处理.此外，借助前面
的方法，我们也很容易证明Weierstrass函数确实是一个处处连续，处处不可微的函数.

4.4 圆周上的热方程
最后，我们返回第一章的引入，借助 Fourier级数讨论热方程问题.在第二章的最后我们简单讨论过，不过也

仅限于齐次情况.假设给定 t = 0时单位圆周上的初始温度，我们的目标在于求出 t > 0时刻的温度分布.与之前
不同的是，现在我们考虑的是圆环，而非圆盘.为方便起见，我们设 θ = 2πx，其中 x ∈ [0, 1].
假设 u(x, t)代表 t时刻在坐标 x处的温度，根据第一章的讨论，有

∂u

∂t
= c

∂2u

∂x2
(4.72)

其中 c为与导体材料有关的常数，不妨设 c = 1.假设 f 为初始温度分布，即 u(x, 0) = f(x)，并且设 f 为
Riemann可积函数
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4.4 圆周上的热方程

为了解决问题，我们依然进行分离变量 u(x, t) = A(x)B(t)，根据方程可得
B′(t)

B(t)
=
A′′(x)

A(x)
= λ (4.73)B′(t)− λB(t) = 0

A′′(x)− λA(x) = 0
(4.74)

B(t) = C1e
λt

A(x) = C2e
√
−λx + C3e

−
√
−λx

(4.75)

由于 A(x)周期为 1（一开始的假设），因此必有 λ = −4π2n2, n ∈ Z，代入原方程有

u(x, t) =

∞∑
n=−∞

ane
−4π2n2te2πinx (4.76)

令 t = 0，可以看出 an = f̂(n)，即 f 的 Fourier系数.类似第二章的讨论，这里也可以证明 u有二阶连续偏
导数（因为因子 e−4π2n2t 的收敛速度非常快）.

另一个我们关心的问题就是边界情况，即是否有 lim
t→0

u(x, t) = f(x)成立.借助 Parseval等式可知，上面的收
敛情况在平方可积意义下成立，即有如下命题.

命题 4.2

♠

设 u(x, t) =
∞∑

n=−∞
f̂(n)e−4π2n2te2πinx，则

lim
t→0
||u(x, t)− f(x)||2 = lim

t→0

∫ 1

0

|u(x, t)− f(x)|2dx = 0 (4.77)

证明 根据 Parseval等式，

||u(x, t)− f(x)||2 =

∞∑
n=−∞

|f̂(n)(e−4π2n2t − 1)|2 (4.78)

=

∞∑
n=−∞

|f̂(n)|2|e−4π2n2t − 1|2 (4.79)

⩽
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2 (4.80)

并且由于 f 可积，||f ||2 =
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2，因此根据 Weierstrass 判别法，上面的函数项级数一致收敛，令

t→ 0，并交换积分与求和号，命题得证.
将 f 的 Fourier系数代入，则上面的解也可写作卷积形式

u(x, t) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e−4π2n2te2πinx (4.81)

=

∞∑
n=−∞

Ç∫ 1

0

f(y)e−2πinydy

å
e−4π2n2te2πinx (4.82)

=

∫ 1

0

f(y)

( ∞∑
n=−∞

e−4π2n2te2πin(x−y)

)
dy (4.83)

= f ∗Ht(x) (4.84)

这里出现的 Ht(x)就被称为圆周上的热核

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

e−4π2n2te2πinx, (4.85)
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4.4 圆周上的热方程

这里的卷积定义为

f ∗ g(x) =
∫ 1

0

f(x− y)g(y)dy (4.86)

并且易知第二章讨论过的许多卷积性质在这里也是成立的.更幸运的是，热核也是一个好核，由此立即得到，
当 t→ 0时，u(x, t)在 f 的连续点收敛到 f .关于好核的事实，在此容易验证其归一化性质，对于边缘的衰减性
需要到利用后面的章节的 Poisson求和公式证明.

在第二章讨论热方程时，出现了 Poisson核，与之相比热核并没有一个很简洁的表达式，但若对本节圆周上
的热方程直接采用角度 θ ∈ [0, 2π]代替 x ∈ [0, 1]，则有

∂u

∂τ
=
∂2u

∂θ2
(4.87)

利用相同的过程也能得到

u(θ, τ) =

∞∑
n=−∞

ane
−n2τeinθ = f ∗ hτ (θ) (4.88)

这里得到了热核的另一种形式

hτ (θ) =

∞∑
n=−∞

e−n2τeinθ (4.89)

将其与 Poisson核对比

Pr(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|einθ (4.90)

如果令 r = e−τ（0 < r < 1表示 τ > 0），则热核实际上是 Poisson核的一个特殊形式.
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第 5章 R中的 Fourier变换

前面讨论过 Fourier级数，它可以解决许多问题，但美中不足的是 Fourier级数只能对圆上的函数，或者说 R
上的周期函数定义，而 Fourier变换可以看作它在 R上对非周期函数的推广.不过这种推广也有一定限制，大多
考虑在无穷远处非常“小”的函数.

Fourier级数借助一列 Fourier系数得到了一个关于周期函数 f 的函数项级数，而 Fourier变换则是求出一个
关于函数 f 的函数 f̂，从这一角度看，Fourier变换可以看作 Fourier级数从离散的级数到连续的函数的推广.

对于 Fourier级数，我们曾这样定义其 Fourier系数（设 f 周期为 1）

an =

∫ 1

0

f(x)e−2πinxdx, (5.1)

当 f 满足一定条件时就有

f(x) =

∞∑
n=−∞

ane
2πinx. (5.2)

为了推广出 Fourier变换，需要将离散记号改为连续，即将 n ∈ Z改为 ξ ∈ R，
∑
改为

∫
，得到

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx (5.3)

这引出了新的问题：上面的积分如何定义？定义后是否收敛？下面进入正题.

5.1 Fourier变换基本理论
首先从推广积分的区域开始.

5.1.1 实直线上积分的推广

过去经常考虑某个闭区间上的积分，而对于 R上的积分，可以借助 Cauchy主值推广∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

N→∞

∫ N

−N

f(x)dx (5.4)

对于这样的定义，很自然要讨论其存在性，或者说收敛性.比如取 f(x) = 1或 f(x) = 1/(|x| + 1)，上式显
然发散，但只要保证 f 在无穷远处衰减够快，就能保证上式的收敛性.

定义 5.1 (适度衰减 (moderate decrease))

♣

称 R上的连续函数 f 适度衰减，若存在 A > 0，使得对任意 x ∈ R都有

|f(x)| ⩽ A

1 + x2
, (5.5)

定义M(R)为 R上所有适度衰减函数的全体.

通过积分估计，适度衰减函数在 R上的积分必定是收敛的，更进一步，可以验证M(R)是 C上的向量空间，
并且容易验证，M(R)中根据5.4定义出的积分具有如下性质（为便于描述，用

∫
R 代表

∫∞
−∞）

命题 5.1
1. 线性：若 f, g ∈M(R)，a, b ∈ C，则∫

R
(af(x) + bg(x))dx = a

∫
R
f(x)dx+ b

∫
R
g(x)dx. (5.6)

2. 平移不变性：对任意 h ∈ R都有 ∫
R
f(x− h)dx =

∫
R
f(x)dx. (5.7)



5.1 Fourier变换基本理论

♠

3. 伸缩性质：若 δ > 0，则

δ

∫
R
f(δx)dx =

∫
R
f(x)dx. (5.8)

4. 连续性：若 f ∈M(R)，则

lim
h→0

∫
R
|f(x− h)− f(x)|dx = 0 (5.9)

注第四条的证明可三分为∫
R
|f(x− h)− f(x)|dx ⩽

∫ N

−N

|f(x− h)− f(x)|dx+

∫
|x|⩾N

|f(x− h)|dx+

∫
|x|⩾N

|f(x)|dx (5.10)

5.1.2 Fourier变换的定义

上一节验证了M(R)中的函数在 R上积分收敛，因此根据一开始的讨论，可定义出 Fourier变换

定义 5.2 (Fourier变换)

♣

对于 f ∈M(R)，定义其 Fourier变换为

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx. (5.11)

注由于 f ∈M(R)，|e−2πixξ| = 1，因此容易验证上面的积分是收敛的.
从定义很容易得到 f̂ 为有界连续函数，并且在无穷远处收敛到 0. 然而，现有条件并不能保证 f̂ ∈ M(R)，

也就是说无法确定 f̂ 在无穷远处的收敛速度，这将导致 Fourier逆变换
∫
R f̂(ξ)e

2πixξ 无法定义，为了解决这一问
题，我们将考虑一个更精巧的结构：Schwartz空间，用来建立 Fourier变换的基本理论.

Schwartz空间的选择基于一个重要原理：f̂ 的衰减性与其光滑性有关，或者说，f̂ 的收敛速度越快，则 f 的
光滑性应该越好，在 Fourier级数中也有类似的理论：若 f ∈ Ck，则 f̂(n) = O(1/|n|k).

5.1.3 Schwartz空间上的 Fourier变换

定义 5.3 (Schwartz空间)

♣

定义 Schwartz空间包含所有满足如下条件的 R上的函数
1. 无穷可微：f ∈ C∞(R).
2. 快速衰减（rapidly decreasing）：对任意 k, l ⩾ 0，都有

sup
x∈R
|x|k|f (l)(x)| <∞. (5.12)

记作 S = S(R).

容易验证 S 也是一个 C上的向量空间，并且若 f ∈ S，则 f ′, xf ∈ S，这表示 Schwartz空间在求导与乘多
项式两种运算下封闭.此外，根据与 x−p 比较可知 |f |在 R上的积分收敛.
S 中一个经典的例子就是 Gauss函数 e−x2

，并且对任意 a > 0，e−ax2 ∈ S，如果令 a = π，可以使 Gauss函
数标准化，即在 R上积分为 1. Å∫ ∞

−∞
e−πx2

ã2
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−π(x2+y2)dxdy (5.13)

=

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−πr2rdrdθ (5.14)

=

∫ ∞

0

2πre−πr2dr (5.15)
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= 1 (5.16)

对于 S(R)中的函数，同样可以定义 Fourier变换.

定义 5.4 (Fourier变换)

♣

对于 f ∈ S(R)，定义其 Fourier变换为

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx. (5.17)

容易验证，Fourier变换满足如下性质.

命题 5.2

♠

设 f ∈ S(R)，使用 f(x)→ f̂(ξ)表示 f 及其 Fourier变换，则
1. f(x+ h)→ f̂(ξ)e2πihξ .
2. f(x)e−2πixh → f̂(ξ + h).
3. f(δx)→ δ−1f̂(δ−1ξ).
4. f ′(x)→ 2πiξf̂(ξ)，进一步有 f (k)(x)→ (2πiξ)kf̂(ξ).
5. −2πixf(x)→ d

dξ f̂(ξ)，进一步有 (−2πix)kf(x)→ dk

dξk
f̂(ξ).

可以看出，Fourier变换将平移变为旋转，旋转变为平移；并且将求导变为乘法，将乘法变为求导（这里仅
指乘 x或 ξ并且不考虑常数倍），这种性质使得 Fourier变换在微分方程中有很广泛的应用.下面证明 4,5.
证明 对于 4，通过分部积分可得

f ′(x)→
∫ ∞

−∞
f ′(x)e−2πixξdx = 2πiξ

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx = 2πiξf̂(ξ). (5.18)

对于 5，直接计算可得
f̂(ξ + h)− f̂(ξ)

h
− (◊�−2πixf)(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ

ñ
e−2πixh − 1

h
+ 2πix

ô
dx (5.19)

对任意 ε > 0，存在 N，使得 ∫
|x|⩾N

|f(x)|dx,
∫
|x|⩾N

|xf(x)|dx < ε, (5.20)

并且存在 h0 > 0，对任意 |h| < h0, |x| ⩽ N 都有∣∣∣∣e−2πixh − 1

h
+ 2πix

∣∣∣∣ < ε

N
(5.21)

对任意 |x| ⩾ N 都有 ∣∣∣∣e−2πixh − 1

h

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2πixh+ o(xh)

h

∣∣∣∣ (5.22)

= |2πix+ o(x)| (5.23)

⩽ C|x| (5.24)

估计原式右边可得∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ

ñ
e−2πixh − 1

h
+ 2πix

ô
dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ N

−N

|f(x)|
∣∣∣∣e−2πixh − 1

h
+ 2πix

∣∣∣∣ dx (5.25)

+ C ′
∫
|x|⩾N

|xf(x)|dx (5.26)

⩽ C ′′ε (5.27)

得证.
借助 Schwartz空间中 Fourier变换的特性，可以证明如下命题，这也是我们讨论 Schwartz空间的初心.
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命题 5.3

♠
若 f ∈ S(R)，则 f̂ ∈ S(R).

证明 易知 f̂ 无穷可微.由于 f ∈ S(R)，故 f̂ 有界，并且由于 f (k)(x)→ (2πiξ)kf̂(ξ)，(−2πix)kf(x)→ f̂ (k)(ξ)，
因此并且对于任意 k, l ∈ N，ξkf̂ (l)(ξ)也有界，或者写得更清楚些

1

(2πi)k
[(−2πix)lf(x)](k) → ξkf̂ (l)(ξ) (5.28)

这说明 f̂ 快速衰减，得证.
这说明 S(R)在 Fourier变换下封闭，进一步我们可以对任意 f ∈ S(R)定义 Fourier逆变换

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ (5.29)

关于逆变换的内容留到下一节，这里先讨论前面提到过的Gauss函数，即 f(x) = e−ax2 ∈ S(R)，其中 a > 0.
一个最有趣的性质是，标准化的 Gauss函数 e−πx2

的 Fourier变换就是它本身.

定理 5.1

♥
设 f(x) = e−πx2

，则 f̂(ξ) = f(ξ).

证明 设

F (ξ) = f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξdx (5.30)

则可以发现 F (0) = 1，并且根据 f ′(x) = −2πxe−πx2

= −2πxf(x)可得

F ′(ξ) =

∫ ∞

−∞
(−2πix)f(x)e−2πixξ = i

∫ ∞

−∞
f ′(x)e−2πixξdx = −2πξf̂(ξ) = −2πξF (ξ) (5.31)

综上，我们得到了一个关于 F 的微分方程F ′(ξ) + 2πξF (ξ) = 0

F (0) = 1
(5.32)

有两种方法得到结果，一种是直接解得 F (ξ) = e−πξ2；另一种是看到 F 满足与 f 相同的微分方程f ′(x) + 2πxf(x) = 0

f(0) = 1
(5.33)

借助微分方程解的唯一性可知 F = f .
借助 Fourier变换的伸缩特性，可以得到一个使用更广泛的结论.

推论 5.1

♥

设 Kδ(x) = δ−1/2e−πx2/δ，则”Kδ(ξ) = e−πδξ2，其中 δ > 0.进一步还可知””Kδ(x) = Kδ(x)，即 Fourier变
换在Kδ 上的作用是“对合”的.

从图像可以看出，当 δ → 0时，Kδ 在 0处有峰，而”Kδ 在 0附近越来越“平坦”（反过来当 δ →∞时，Kδ

在 0附近越发平坦，而”Kδ 在 0处出现了峰），说明Kδ 与”Kδ 在原点处不可能同时被限制住，这背后隐藏了一个
重要原理：Heisenberg不确定原理，我们将在本章的最后讨论这件事.

Kδ(x)实际上也给出了一个实直线上好核的例子，即其满足
1.
∫
RKδ(x)dx = 1.

2.
∫
R |Kδ(x)|dx ⩽M .

3. 对任意 η > 0，都有

lim
δ→0

∫
|x|>η

|Kδ(x)|dx = 0. (5.34)
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图 5.1: Kδ 与”Kδ

其中 1通过计算很容易验证，继而结合Kδ 的非负性可得 2成立；对于 3，进行换元可得∫
|x|>η

|Kδ(x)|dx =

∫
|y|>η/δ1/2

e−πy2

dy → 0. (5.35)

也就是说

定理 5.2

♥
函数集 {Kδ(x)}δ>0 在 δ → 0时是一个好核.

在 Fourier级数中，与好核做卷积可以得到连续函数的一致逼近，在 Fourier变换中也有类似的结论.首先定
义 R上的卷积.

定义 5.5 (R上的卷积)

♣

对任意 f, g ∈ S(R)，定义其卷积为

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt. (5.36)

根据 S(R)空间的性质，对固定的 x ∈ R，f(x− t)g(t)关于 t快速衰减，因此上面的积分是收敛的.
Fourier变换有很好的卷积性质，即将卷积变为乘积，可以证明如下命题.

命题 5.4

♠

设 f, g ∈ S(R)，则
1. f ∗ g ∈ S(R).
2. f ∗ g = g ∗ f .
3. ‘f ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

证明
1. 根据 g的快速衰减性可知对任意 l ⩾ 0都有

|x|l|g(x− y)| ⩽ (|x− y|+ |y|)l|g(x− y)| ⩽ 2l(|x− y|l|g(x− y)|+ |y|l|g(x− y)|) (5.37)

其中用到了放缩 (a+ b)l ⩽ max{2a, 2b}l ⩽ (2a)l + (2b)l.两边关于 x取上确界可得

sup
x∈R
|x|l|g(x− y)| ⩽ 2l sup

x∈R
|x− y|l|g(x− y)|+ 2l|yl| sup

x∈R
|g(x− y)| ⩽ Al(1 + |yl|) (5.38)

其中 Al = 2l max{supx |x|l|g(x− y|), supx |g(x− y)|}.因此

|x|l|f ∗ g(x)| ⩽
∫ ∞

−∞
|f(y)||x|l|g(x− y)|dy ⩽ Al

∫ ∞

−∞
|f(y)|(1 + |y|l)dy (5.39)

对左边取上确界得证.对于对于 f ∗ g微分的估计，根据卷积的性质

(f ∗ g)(k)(x) = f ∗ g(k)(x) (5.40)
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可知证明是相同的.
2. 变量替换 x− t = u可得

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt =

∫ ∞

−∞
g(x− u)f(u)du = g ∗ f(u) (5.41)

3. 令 F (x, y) = f(y)g(x− y)e−2πixξ，则 F 关于 x, y的无穷积分可换序，因此‘f ∗ g(ξ) = ∫
R
f ∗ g(x)e−2πixξdx (5.42)

=

∫
R

∫
R
F (x, y)dydx =

∫
R

∫
R
F (x, y)dxdy (5.43)

=

∫
R
f(x)ĝ(ξ)e−2πiyξdy (5.44)

= f̂(ξ)ĝ(ξ) (5.45)

得证.

推论 5.2

♥

设 f ∈ S(R)，则

f ∗Kδ(x) ⇒ f(x), δ → 0. (5.46)

证明 做差可得

|f ∗Kδ(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Kδ(t)[f(x− t)− f(x)]dx

∣∣∣∣ (5.47)

⩽
∫
|t|>η

+

∫
|t|⩽η

Kδ(t)|f(x− t)− f(x)|dt (5.48)

前一部分根据好核的性质，后一部分根据 f 在 R上的的一致连续性可知二者均能充分小，得证.

5.1.4 Fourier逆变换

首先证明如下引理

引理 5.1 (乘积公式)

♥

设 f, g ∈ S(R)，则 ∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y)dy (5.49)

证明 设 F (x, y) = f(x)g(y)e−2πixy，可知 F 的含参变量反常积分可以换序，因此∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞

−∞

Å∫ ∞

−∞
F (x, y)dy

ã
dx =

∫ ∞

−∞

Å∫ ∞

−∞
F (x, y)dx

ã
dy =

∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y)dy (5.50)

得证.
借助引理，可以直接证明如下命题

定理 5.3

♥

设 f ∈ S(R)，则

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ (5.51)

证明 首先证明

f(0) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)dξ. (5.52)
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考虑”Kδ(x) = e−πδx2

，则根据引理可得∫ ∞

−∞
f(x)Kδ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)
””Kδ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)”Kδ(ξ)dξ (5.53)

当 δ → 0时，左边趋于 f(0)，右边趋于
∫
R f̂(ξ)dξ，得证.

更一般地，令 F (y) = f(y + x)，因此有

f(x) = F (0) =

∫ ∞

−∞
F̂ (ξ)dξ =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ. (5.54)

由此可以定义 Fourier逆变换，将其与 Fourier变换一同给出.

定义 5.6 (Fourier变换与 Fourier逆变换)

♣

定义映射 F : S(R)→ S(R)，F∗ : S(R)→ S(R)分别为 Fourier变换与 Fourier逆变换，对任意 f ∈ S(R)
有

F(f)(ξ) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx, F∗(f)(x) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)e2πixξdξ. (5.55)

并且 F ◦ F∗ = F∗ ◦ F = I .

由此可知，Fourier变换实际上是一个双射.

推论 5.3

♥Fourier变换是 Schwartz空间中的双射.

5.1.5 Plancherel等式

Plancherel等式可以看作 Parseval等式在 Fourier变换中的推广，这一事实同样依赖一些内积结构.定义 S(R)
上的内积

〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx (5.56)

以及由内积诱导的范数

||f || =
»
〈f, f〉 =

Å∫ ∞

−∞
|f(x)|2

ã1/2
. (5.57)

下面给出 Plancherel等式，它与 Parseval等式有非常类似的形式.

定理 5.4 (Plancherel等式)

♥
若 f ∈ S(R)，则 ||f̂ || = ||f ||.

证明 设 f ∈ S(R)，定义 f ♭(x) = f(−x)，则 f̂ ♭(ξ) = f̂(ξ)，设 h = f ∗ f ♭，则 ĥ = ’f ∗ f ♭ = f̂ f̂ ♭ = |f̂ |2，在 ĥ的
Fourier逆变换中令 x = 0则有∫ ∞

−∞
|f̂(ξ)|2dξ =

∫ ∞

−∞
ĥ(ξ)dξ = h(0) =

∫ ∞

−∞
f(x)f(x)dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx (5.58)

得证.
在前面对 Fourier变换的讨论中，我们大多限制在 Schwartz空间 S(R)中考虑，事实上，这些讨论可以推广到

适度衰减函数空间M(R)中，只要考虑满足条件 f, f̂ ∈M(R)的函数 f 即可，事实上可以证明：若 f, g ∈M(R)，
则 f ∗ g ∈M(R).这种推广可以拓宽 Fourier变换的使用范围，在许多方面都有所应用.

5.1.6 Weierstrass逼近定理

借助好核 Kδ，可以很容易证明连续函数Weierstrass逼近定理（在第二章中曾讨论过类似内容）.首先证明
一个引理.
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引理 5.2

♥
设 f 为 [a, b]上的连续函数，g为多项式函数，则 f ∗ g依然为多项式函数.

证明 设 g(x) = anx
n + · · ·+ a0，则

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)g(x− t)dt (5.59)

=

∫ ∞

−∞
f(t)

n∑
k=0

ak(x− t)kdt (5.60)

=

∫ ∞

−∞
f(t)

n∑
k=0

ak

k∑
l=0

xl(−t)k−l

Ç
k

l

å
dt (5.61)

=

n∑
k=0

k∑
l=0

ak

Ç
k

l

å
xl
∫ ∞

−∞
f(t)(−t)k−ldt (5.62)

=

n∑
l=0

n∑
k=l

ak

Ç
k

l

å
xl
∫ ∞

−∞
f(t)(−t)k−ldt (5.63)

=

n∑
l=0

blx
l (5.64)

其中系数

bl =

n∑
k=l

ak

Ç
k

l

å∫ ∞

−∞
f(t)(−t)k−ldt. (5.65)

定理 5.5 (Weierstrass逼近定理)

♥

设 f 为定义在闭区间 [a, b] ⊂ R中的有界连续函数，则对任意 ε > 0，存在多项式 P 使得

sup
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| < ε. (5.66)

或者说，f 可以被多项式一致逼近.

证明 不妨设 [a, b] = [−M,M ]，f(a) = f(b) = 0. 前一件事可以通过平移得到，后一件事只需要考虑 g(x) =

f(x)− l(x)，其中 l(x)为多项式.

l(x) =
b− x
b− a

f(a) +
x− a
b− a

f(b) (5.67)

对任意 ε > 0，由于 f ∗Kδ ⇒ f，故存在 δ0，使得对任意 x ∈ R都有

|f(x)− f ∗Kδ(x)| < ε/2 (5.68)

由于 ex =
∞∑

n=0
xn/n!，并且该级数在 R中内闭一致收敛，故存在 N，对任意 x ∈ [−2M, 2M ]都有

|Kδ0(x)−R(x)| <
ε

4MB
(5.69)

其中 B 为 g(x)的界，多项式

R(x) = δ
−1/2
0

N∑
n=0

(−πx2/δ0)n

n!
(5.70)

因此根据上面的估计有 |f(x)− f ∗R(x)| < ε，根据引理可知 f ∗R为多项式，命题得证.
注事实上，如果取一个多项式函数的好核，证明会大大简化.
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5.2 Fourier变换在 PDE中的应用
因为 Fourier变换可以将分析运算（比如求导）变为代数运算（乘某个多项式），所以 Fourier变换在微分方

程中有许多应用，下面借助 Fourier变换来讨论热传导方程.

5.2.1 实直线上的热传导方程

我们在第四章中讨论了圆周上的热传导方程，下面讨论实直线上的热传导方程.
考虑一个无限长铁棒，给出初始温度分布 u(x, 0) = f(x)，需要求出时间 t > 0的温度分布 u(x, t)，根据前

面的讨论，这需要解热方程 ∂tu− ∂2xu = 0

u(x, 0) = f(x)
(5.71)

对方程两边关于 x作 Fourier变换得到

∂tû(ξ, t) + 4π2ξ2û(ξ, t) = 0 (5.72)

固定 ξ，则上面的方程是一个关于 t的常微分方程，初值 û(ξ, 0) = f̂(ξ)，解得

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−4π2ξ2t (5.73)

对两边作 Fourier逆变换可知方程的解由卷积给出（与圆周上的热方程类似），设实直线上的热核为

Ht(x) = K4πt(x) =
1

(4πt)1/2
e−x2/4t, Ĥt(ξ) = e−4π2tξ2 (5.74)

则

u(x, t) = f ∗ Ht(x), t > 0. (5.75)

进一步，可以得到如下定理.

定理 5.6

♥

设 f ∈ S(R)，令 u(x, t) = f ∗ Ht(x), t > 0，其中Ht 为直线上的热核，则
1. u ∈ C2，并且是热方程5.71的解.
2. 当 t→ 0时，u(x, t)一致收敛到 f(x)，并且若令 u(x, 0) = f(x)，则 u在上半平面 R2

+ = {(x, t) : x ∈
R, t ⩾ 0}上连续.

3. lim
t→0

∫∞
−∞ |u(x, t)− f(x)|

2dx = 0.

证明
1. 由于 u = f ∗Ht，因此 u ∈ C2（卷积的性质，事实上 u ∈ C∞），并且根据上文推理可知 u满足热方程，得
证.

2. 由于热核是好核，因此 f ∗ H(t) ⇒ f, t→ 0，得证.
3. 根据 Plancherel等式可得

||u− f || = ||û− f̂ || =
∫ ∞

−∞
|û(ξ, t)− f̂(ξ)|2dξ (5.76)

=

∫ ∞

−∞
|f̂(ξ)|2|e−4π2tξ2 − 1|dξ (5.77)

当 t→ 0时，对任意 |e−4π2tξ2−1|可以充分小，故 ||u− f || → 0，得证.
上面的定理说明了直线上热方程解的存在性，并且解仅依赖初始分布 f，得到的解 u = f ∗ Ht 也具有很多

性质.
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定理 5.7

♥

设 f ∈ S(R)，则 u = f ∗ Ht ∈ S(R)关于 t是一致的，即对任意 T > 0，k, l ⩾ 0都有

sup
x∈R

0<t<T

|x|k|∂lxu| <∞. (5.78)

证明 由于 f 快速衰减，因此对任意 |y| ⩽ |x|/2都有

|f(x− y)| ⩽ CN

(1 + |x|)N
(5.79)

而对于任意 |y| ⩾ |x|/2，都有

Ht(y) ⩽ Ct−1/2e−cx2/t (5.80)

因此

|u(x, t)| ⩽
∫
|y|⩽|x|/2

|f(x− y)|Ht(y)dy +

∫
|y|⩾|x|/2

|f(x− y)|Ht(y)dy (5.81)

⩽ CN

(1 + |x|)N
+

C√
t
e−cx2/t (5.82)

第一项用到了核的归一性.这说明 u在 0 < t < T 一致快速衰减.对于 u关于 x的任意阶导数可以进行相同
的操作，只是上面的 f 变为 f (k).得证.

借助上面的命题，可以得到热方程解的唯一性定理.

定理 5.8 (唯一性定理)

♥

若 u(x, t)满足如下性质：
1. u在上半平面连续.
2. u满足热方程（t > 0）.
3. u(x, 0) = 0.
4. u(·, t) ∈ S(R)且关于 t一致，即满足上一条定理.

则 u ≡ 0.

证明 构造（时间）t的函数：能量

E(t) =

∫
R
|u(x, t)|2dx ⩾ 0. (5.83)

可知 E(0) = 0.并且
dE

dt
=

∫
R
[∂tu(x, t)u(x, t) + u(x, t)∂tu(x, t)]dx (5.84)

= −
∫
R
[∂2xu(x, t)u(x, t) + u(x, t)∂2xu(x, t)]dx (5.85)

= −
∫
R
[∂xu(x, t)∂xu(x, t) + ∂xu(x, t)∂xu(x, t)]dx (5.86)

= −2
∫
R
|∂xu(x, t)|2dx (5.87)

⩽ 0. (5.88)

这说明 E(t)单调递减，故 E(t) ≡ 0，根据 u的连续性可知 u ≡ 0.

5.2.2 上半平面的稳态热方程

下面再考虑上半平面 R2
+ = {(x, y) : x ∈ R, y > 0}中的稳态热方程，即

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (5.89)
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具有边值 u(x, 0) = f(x).对上面的方程作关于 x的 Fourier变换可得

−4π2ξ2û(ξ, y) +
∂2û

∂y2
(ξ, y) = 0 (5.90)

解得

û(ξ, y) = A(ξ)e−2π|ξ|y +B(ξ)e2π|ξ|y (5.91)

根据边值 û(ξ, 0) = f̂(ξ)，以及 e2π|ξ|y 关于 y不快速衰减，因此

û(ξ, y) = f̂(ξ)e−2π|ξ|y. (5.92)

接着作 Fourier逆变换，可得方程的解.为了计算这里的核，考虑下述引理

引理 5.3

♥

定义 R中的 Poisson核为

Py(x) =
1

π

y

x2 + y2
, (5.93)

则 P̂y(ξ) = e−2π|ξ|y .

证明 积分可得 ∫ ∞

0

e−2πξye2πiξxdξ =

∫ ∞

0

e2πi(x+iy)ξdξ =

ñ
e2πi(x+iy)ξ

2πi(x+ iy)

ô∞
0

= − 1

2πi(x+ iy)
(5.94)

∫ 0

−∞
e2πξye2πiξxdξ =

∫ 0

−∞
e2πi(x−iy)ξdξ =

ñ
e2πi(x−iy)ξ

2πi(x− iy)

ô0
−∞

=
1

2πi(x− iy)
(5.95)

因此 ∫
R
e−2π|ξ|ye2πiξxdξ =

1

2πi(x− iy)
− 1

2πi(x+ iy)
=

y

π(x2 + y2)
(5.96)

这说明 F∗(e−2π|ξ|y)(x) = Py(x)，反之同理.
这里的 Poisson核与 Fourier级数部分讨论过的 Poisson核非常相似，并且它也是好核.

引理 5.4

♥
Poisson核 Py(x)是 R上的好核（y → 0）.

证明 由于 P̂y(ξ) = e−2π|ξ|y，因此在 Fourier变换的等式中令 ξ = 0，即得∫
R
Py(x)dx = 1. (5.97)

并且 Py(x) ⩾ 0，因此好核的定义 2也满足.对固定的 δ > 0，令 u = x/y可得∫ ∞

δ

y

x2 + y2
dx =

∫ ∞

δ/y

du

1 + u2
=
π

2
− arctan(δ/y) (5.98)

令 y → 0可知上式趋于 0，得证.
对于前面对热方程的讨论，结合两条引理可以得到如下定理.

定理 5.9

♥

设 f ∈ S(R)，令 u(x, y) = f ∗ Py(x)，则
1. u(x, y) ∈ C2(R2

+)，并且满足 ∆u = 0.
2. 当 y → 0时，u(x, y)一致趋于 f(x).
3. lim

y→0

∫
R |u(x, y)− f(x)|

2 = 0.

4. 若 u(x, 0) = f(x)，则 u为闭上半平面 R2
+ 的连续函数，并且

u(x, y)→ 0, |x|+ y →∞. (5.99)
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证明
1. 根据好核的卷积性质以及前面的讨论得证.
2. 根据好核的性质可知 f ∗ Py(x) ⇒ f, y → 0.
3. 根据 Plancherel等式易得.
4. 若 |x| > y，则根据 f 的快速衰减以及 Poisson核进行放缩可得

|f ∗ Py(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x− t) y

π(t2 + y2)
dt

∣∣∣∣ (5.100)

⩽
∫
|t|⩽|x|

|f(x− t)| y

π(t2 + y2)
dt+

∫
|t|⩾|x|

|f(x− t)| y

π(t2 + y2)
dt (5.101)

⩽ C

Å
1

1 + x2
+

y

x2 + y2

ã
(5.102)

若 |x| < y，则直接放缩可得

|f ∗ Py(x)| ⩽
C

y
. (5.103)

故命题得证.
接着考虑唯一性定理.

定理 5.10 (唯一性定理)

♥
设 u为 R2

+中的连续函数，并且满足 ∆u = 0，u(x, 0) = 0，并且在无穷远处为 0，则 u ≡ 0.

这一定理的证明要用到调和函数的平均值性质.

引理 5.5 (平均值性质)

♥

设 Ω ⊂ R2为开集，u ∈ C2并且在 Ω上∆u = 0，若以 (x, y)为圆心，R为半径的圆盘D ⊂ Ω，则对任意
0 ⩽ r ⩽ R有

u(x, y) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x+ r cos θ, y + r sin θ)dθ. (5.104)

证明 设 U(r, θ) = u(x+ r cos θ, y + r sin θ)，则考虑极坐标系中的 Laplace算子 ∆u = 0，可知

0 = r
∂

∂r

Å
r
∂U

∂r

ã
+
∂2U

∂θ2
(5.105)

设

F (r) =
1

2π

∫ 2π

0

U(r, θ)dθ, (5.106)

则根据上面的结果有

r
∂

∂r

Å
r
∂F

∂r

ã
=

1

2π

∫ 2π

0

−∂
2U

∂θ2
(r, θ)dθ = − 1

2π

∂U

∂θ

∣∣∣∣2π
0

= 0 (5.107)

这表明 r∂rF 为常数，即 ∂rF = 0，F 为常数，而 F (0) = u(x, y)，故命题得证.
为了证明唯一性定理，设在某处有 u(x0, y0) > 0，则考虑半径为 R的半圆盘

D+
R = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ R2, y ⩾ 0}, (5.108)

在其外每一点都有 u(x, y) ⩽ 1
2u(x0, y0).由于 u在D+

R 连续，因此存在 (x1, y1) ∈ D+
R，使得 u在该点达到半

圆盘中的最大值 u(x1, y1) =M，根据圆盘的选取可知M 也是 u在上面平面的最大值.根据平均值公式可知

u(x1, y1) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x1 + r cos θ, y1 + r sin θ)dθ (5.109)

这表明在整个圆周 Cr(x1, y1)上都有 u(x1 + r cos θ, y1 + r sin θ) = M，令 r → y1，则根据 u的连续性可得
u(x1, 0) =M > 0，这与 u(x, 0) = 0矛盾，因此得证.
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5.3 Poisson求和公式

5.3 Poisson求和公式
研究 Fourier变换的动机是将 Fourier级数从离散推广到连续，事实上，圆上的连续函数以及实直线上的连

续函数之间有很深入的关系.设 f ∈ S(R)为 R中的函数，则可以构造函数

F1(x) =

∞∑
n=−∞

f(x+ n), (5.110)

根据 f 的快速衰减性，可知上述级数在 R中内闭绝对一致收敛，因此 F1 连续，并且是周期为 1的连续函
数，这样的函数 F1 称为 f 的周期化.

此外，还有另一种方法将 f 周期化，借助 Fourier分析理论可知

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdξ (5.111)

考虑其离散版本，即将积分换成求和可得

F2(x) =

∞∑
−∞

f̂(n)e2πinx. (5.112)

由于 f̂ ∈ S(R)，因此上面的级数绝对一致收敛，故 F2 也是连续函数.
下面给出一个非常有趣的事实：上面周期化的两个函数实际上是相同的.

定理 5.11 (Poisson求和公式)

♥

设 f ∈ S(R)，则
∞∑

n=−∞
f(x+ n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e2πinx. (5.113)

特别的，令 n = 0可得
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n). (5.114)

证明 根据 Fourier级数的唯一性定理，只需验证两个函数的 Fourier系数相同（因为它们都是连续的）.而右边的
第m项为 f̂(m)，计算左边可得∫ 1

0

( ∞∑
n=−∞

f(x+ n)

)
e−2πimxdx =

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

f(x+ n)e−2πimxdx (5.115)

=

∞∑
n=−∞

∫ n+1

n

f(y)e−2πimydy (5.116)

=

∫ ∞

−∞
f(y)e−2πimydy (5.117)

= f̂(m) (5.118)

其中积分号与求和号的交换是因为 f 的快速衰减性得到的绝对一致收敛，得证.
事实上，上面的定理也可以推广到适度衰减函数M(R)，证明是一样的.
离散化的思想在许多方面都有应用，比如考虑函数 f(x) = 1/x, x 6= 0，则当 x /∈ Z时，它的离散化给出了

余切函数的离散形式
∞∑

n=−∞

1

x+ n
= π cotπx (5.119)

类似的，考虑 f(x) = 1/x2 可得
∞∑

n=−∞

1

(x+ n)2
=

π2

sin2 πx
(5.120)

上面的求和均在 Cauchy主值意义下.
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5.3.1 theta与 zeta函数

对任意 s > 0，定义 theta函数为

θ(s) =

∞∑
n=−∞

e−πn2s, (5.121)

根据 s的范围，上述级数绝对收敛，并且有下面的性质.

命题 5.5

♠

上面定义的 theta函数对任意 s > 0满足方程

s−1/2θ(1/s) = θ(s). (5.122)

证明 令 f(x)− e−πsx2

，则 f̂(ξ) = s−1/2e−πξ2/s，根据 Poisson求和公式可得

θ(s) =

∞∑
n=−∞

e−πn2s =

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n) =

∞∑
n=−∞

s−1/2e−πn2s−1

= s−1/2θ(1/s) (5.123)

在复平面中，theta函数可以被延拓到 Re(s) > 0的范围，延拓后的函数仍满足上面的方程.此外，它还与一
个非常重要的函数有紧密联系：定义在 Re(s) > 1的 zeta函数

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
(5.124)

在后面的章节会看到，zeta函数包含着许多素数的信息.
下面的等式将 theta、zeta函数以及另一个非常重要的 Gamma函数联系在了一起

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

2

∫ ∞

0

ts/2−1(θ(t)− 1)dt. (5.125)

回到 theta函数，定义更一般的 Theta函数

Θ(z|τ) =
∞∑

n=−∞
eiπn

2τe2πinz (5.126)

这里 Im (τ) > 0, z ∈ C，若令 z = 0, τ = is则有 Θ(z|τ) = θ(s).

5.3.2 热核与 Poisson核

借助 Poisson求和公式，可以讨论热核与 Poisson核的一些性质.根据前面的讨论，圆上的热方程∂tu− ∂2x2u = 0

u(x, 0) = f(x)
(5.127)

的解为 u(x, t) = f ∗Ht(x)，这里 Ht(x)为圆上的热核

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

e−4π2n2te2πinx = Θ(x|4πit) (5.128)

此外，还讨论过 R上的热核

Ht(x) =
1

(4πt)1/2
e−x2/4t (5.129)

以及其 Fourier变换 Ĥt(ξ) = e−4π2ξ2t.Poisson求和公式直接将这二者联系了起来.

定理 5.12

♥

圆周上的热核是 R上热核的周期化，即

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

Ht(x+ n) (5.130)
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证明 注意到 Ht(x) =
∑∞

n=−∞ Ĥt(n)e
2πinx，根据 Poisson求和公式易得.

我们很轻易证明了Ht 是好核，借助上述定理，可以证明第四章中的一个遗留问题：Ht 是好核.

推论 5.4

♥
圆上的热核 Ht(x)在 t→ 0时是好核.

证明 设

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

Ht(x+ n) = Ht(x) +
∑
|n|⩾1

Ht(x+ n) = Ht(x) + Et(x) (5.131)

这里误差项

Et(x) =
1

(4πt)1/2

∑
|n|⩾1

e−(x+n)2/4t ⩽ Ct−1/2
∑
n⩾1

e−cn2/t (5.132)

由于 n2/t ⩾ n2, n2/t ⩾ 1/t，因此 n2/t ⩾ 1/2(n2 + 1/t)，所以有

|Et(x)| ⩽ Ct−1/2e−
c
2

1
t

∑
n⩾1

e−
c
2n

2 ⩽ c1e
−c2/t (5.133)

这里也用到了 t−1/2e−
c
2

1
t 有界的事实，因此∫

|x|⩽1/2

|Et(x)|dx ⩽ c1e
−c2/t → 0 (5.134)

这说明对任意 η > 0，积分∫
η<|x|⩽1/2

|Ht(x)|dx ⩽
∫
η<|x|⩽1/2

|Ht(x)|dx+

∫
η<|x|⩽1/2

|Et(x)|dx→ 0 (5.135)

命题得证.
类似地，可以讨论两种 Poisson核之间的关系

Pr(θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
, Py(x) =

1

π

y

y2 + x2
(5.136)

有如下结论

定理 5.13

♥

设 r = e−2πy，则

Pr(2πx) =
∞∑

n=−∞
Py(x+ n). (5.137)

证明 根据 Poisson求和公式可得
∞∑

n=−∞
Py(x+ n) =

∞∑
n=−∞

P̂y(n)e
2πinx =

∞∑
n=−∞

e−2π|n|ye2πinx =

∞∑
n=−∞

(e−2πy)|n|ein(2πx) = Pr(2πx) (5.138)

这里 r = e−2πy .

5.4 Heisenberg不确定原理
借助某个函数与其 Fourier变换的关系，可以从数学角度理解 Heisenberg不确定原理.简单来说，它指出一

个函数与其 Fourier变换不可能同时被准确定位.更准确一点，假设函数的质量集中于长度为 L的区间中，那么
质量的 Fourier变换必然不会集中在比 L−1 更短的区间内.下面来更严谨讨论这一问题.
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定理 5.14 (不确定性定理)

♥

设 ψ ∈ S(R)，并且满足归一化性质
∫
R |ψ(x)|

2dx = 1，那么Å∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

ãÅ∫ ∞

−∞
ξ2|ψ̂(ξ)|2dξ

ã
⩾ 1

16π2
(5.139)

等号成立当且仅当 ψ(x) = Ae−Bx2

，其中 B > 0，|A|2 =
√
2B/π.更一般的，对任意 x0, ξ0 ∈ R都有Å∫ ∞

−∞
(x− x0)2|ψ(x)|2dx

ãÅ∫ ∞

−∞
(ξ − ξ0)2|ψ̂(ξ)|2dξ

ã
⩾ 1

16π2
(5.140)

证明 分部积分可得

1 =

∫ ∞

−∞
1 · |ψ(x)|2dx (5.141)

= x|ψ(x)|2
∣∣∣∣∞
−∞
−
∫ ∞

−∞
x
d(ψψ)

dx
dx (5.142)

= −
∫ ∞

−∞
x(ψ′(x)ψ(x) + ψ′(x)ψ(x))dx (5.143)

因此使用 Cauchy-Schwarz不等式有

1 ⩽ 2

∫ ∞

−∞
|x| |ψ(x)| |ψ′(x)|dx (5.144)

⩽ 2

Å∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

ã1/2 Å∫ ∞

−∞
|ψ′(x)|2dx

ã1/2
(5.145)

由于 F(ψ′)(ξ) = 2πiξf̂(ξ)，因此将 Plancherel等式∫ ∞

−∞
|ψ′(x)|2dx = 4π2

∫ ∞

−∞
ξ2| ˆψ(x)|2dξ (5.146)

代入上式，命题得证.
为了证明第二个等式，只需用 e−2πixξ0ψ(x + x0)替代 ψ(x)，则根据 F(e−2πixξ0ψ(x + x0))(ξ) = ψ̂(ξ + ξ0)

以及第一个等式可知
1

16π2
⩽
Å∫ ∞

−∞
x2|ψ(x+ x0)|2dx

ãÅ∫ ∞

−∞
ξ2|ψ̂(ξ + ξ0)|2dξ

ã
(5.147)

=

Å∫ ∞

−∞
(x− x0)2|ψ(x)|2dx

ãÅ∫ ∞

−∞
(ξ − ξ0)2|ψ̂(ξ)|2dξ

ã
(5.148)

命题得证.特别的，等号成立当且仅当 ψ′(x) = βxψ(x)，即 ψ(x) = Aeβx
2/2.令 β = −B，根据归一化条件

知 |A|2 =
√
2B/π.

上面的定理源于量子力学的研究，为“能否同时测定例粒子的位置与动量”的问题给出了否定的回答.考虑
直线上运动的粒子，一些物理规律表明它由一个状态函数 ψ描述（不妨设 ψ ∈ S(R)），并且有归一化性质∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 1. (5.149)

更准确来说，粒子的位置不再表示为某一点，而是用状态函数的积分（一种比率、概率）表示，即粒子位于
区间 (a, b)的概率为 ∫ b

a

|ψ(x)|2dx (5.150)

因此 |ψ(x)|2 也被称为概率密度函数.进一步，可以得到粒子位置的期望（平均值）为

E(x) =

∫ ∞

−∞
x|ψ(x)|2dx. (5.151)

同理可得方差为

D(x) =

∫ ∞

−∞
(x− E(x))2|ψ(x)|2dx. (5.152)
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5.4 Heisenberg不确定原理

方差描述了数据与平均值（期望）的偏差，方差越小，说明数据越集中；若考虑测量数据，则越小的方差表
示测量的确定性越大，反之大的方差就反映了一种“不确定性”.量子力学还指出，在前面符号的基础上，粒子
的动量 ξ在区间 (a, b)分布的概率为 ∫ b

a

| ˆψ(ξ)|2dξ (5.153)

这里 ψ̂恰好是表示位置的函数 ψ的 Fourier变换.
综上，定理5.14实际上给出了位置与动量不确定性的乘积的下界 1/16π2，也说明位置越确定，则动量就会

越不确定，反之亦然.我们通过改变单位长度给出了 Heisenberg不确定原理的简单描述，它的物理版本是

(∆x)2(∆p)2 ⩾ ℏ
16π2

(5.154)

这里出现的非常小的常量 ℏ ≈ 1.055× 10−34J · s被称为 Planck常数.
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第 6章 Rd中的 Fourier变换

上一章讨论了 R中的 Fourier变换，本章就将其推广到 Rd 上，考虑多变量函数的 Fourier变换.因为大多情
况在做推广，因此许多定理、核心证明都与上一章有相似之处.

6.1 回顾与准备工作
本章要考虑的是 d维 Euclid空间 Rd = {(x1, · · · , xd) : xk ∈ R}，这是一个内积空间，其上的实内积与范数

（Euclid范数）也都讨论过.
方便起见，在此定义一个正整数指标的记号，设 α = (α1, · · · , αd)，其中 αk ∈ N，则定义

xα = xα1
1 · · ·x

αd

d (6.1)Å
∂

∂x

ãα
=

Å
∂

∂x1

ãα1

· · ·
Å

∂

∂xd

ãαd

=
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αd

d

(6.2)

其中 |α| = α1 + · · ·+ αn.

6.1.1 Rd中的积分

定义实直线上的积分需要一定的衰减性，因此首先给出连续函数适度衰减的定义.

定义 6.1 (适度衰减 (moderate decreasing))

♣

称 Rd 中的连续复值函数 f 适度衰减，若

sup
x∈Rd

|x|d+1|f(x)| <∞ (6.3)

对于适度衰减函数，定义其在 Rd 上的积分为∫
Rd

f(x)dx = lim
N→∞

∫
QN

f(x)dx (6.4)

其中 QN 表示以原点为中心，边长为 N 的立方体

QN = {x ∈ Rd : |xk| ⩽ N/2}. (6.5)

上面的极限收敛是因为右边的数列 IN 为 Cauchy列.类似也可以用球 BN (0) = {x ∈ Rd : |x| ⩽ N}上的积
分取极限.

根据定义，很容易验证积分在平移、（某种）伸缩、旋转下的不变性.

命题 6.1

♠

设 f 在 Rd 适度衰减，则
1. 对任意 h ∈ Rd ∫

Rd

f(x+ h)dx =

∫
Rd

f(x)dx. (6.6)

2. 对任意 δ > 0

δd
∫
Rd

f(δx)dx =

∫
Rd

f(x)dx. (6.7)

3. 对任意旋转变换 R ∫
Rd

f(R(x))dx =

∫
Rd

f(x)dx. (6.8)



6.2 Fourier变换基本理论

极坐标系的概念也可以由二维推广到 d维，在 R2 有∫
R2

f(x)dx =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ (6.9)

定义 S1 为一维球面，即圆周 γ = (cos θ, sin θ)，并且定义∫
S1

g(γ)dS(γ) =

∫ 2π

0

g(cos θ, sin θ)dθ (6.10)

则前式可记为 ∫
R2

f(x)dx =

∫
S1

∫ ∞

0

f(rγ)rdrdS(γ) (6.11)

同理，对于 R3 有∫
R3

f(x)dx =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0

f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)r2dr sin θdθdφ (6.12)

=

∫
S2

∫ ∞

0

f(rγ)r2drdS(γ) (6.13)

这里的 S2 表示二维球面 γ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).
更一般地，任何 x ∈ Rd − {0}都能唯一表示为 x = rγ的形式，这里 r > 0，γ ∈ Sd−1，f 在 Rd中的积分也

可表示为 ∫
Rd

f(x)dx =

∫
Sd−1

∫ ∞

0

f(rγ)rd−1drdS(γ). (6.14)

6.1.2 径向对称

径向对称是在高维 Euclid空间中才能体会到的性质，首先给出定义

定义 6.2 (径向对称)

♣
称 Rd 上的函数 f 径向对称，若存在函数 f0 : R+ → R，使得 f(x) = f0(|x|).

从极坐标的视角看，径向对称实际上是指

f(r, θ1, · · · , θd−1) = f0(r) (6.15)

即 f 的取值仅与“半径”有关，而与角度无关.另外根据一些几何特性可知，若 |x| = |x′|，则必定存在旋转
变换 R′ ∈ L(Rd)使得 x′ = Rx.

6.2 Fourier变换基本理论
首先定义更一般的（Rd 上的）Schwartz空间 S(Rd)

定义 6.3 (Schwartz空间)

♣

定义 Rd 上的 Schwartz空间包含满足如下条件的 Rd 上的函数
1. 无穷可微：f ∈ C∞(Rd).
2. 快速衰减（rapidly decreasing）：对任意指标 α, β 都有

sup
x∈Rd

∣∣∣∣∣xα
Å
∂

∂x

ãβ
f(x)

∣∣∣∣∣ <∞. (6.16)

同理可以定义任意 Schwartz空间中的 Fourier变换，这只是将一维 Fourier变换的乘法改为点乘而已.
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6.2 Fourier变换基本理论

定义 6.4 (Fourier变换)

♣

对任意 f ∈ S(Rd)，定义其 Fourier变换为

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx. (6.17)

简便起见，将 Fourier变换记为 f(x)→ f̂(ξ)，则容易验证如下性质

命题 6.2

♠

设 f ∈ S(Rd)，则
1. f(x+ h)→ f̂(ξ)e2πiξ·h.
2. f(x)e−2πix·h = f̂(ξ + h).
3. f(δx)→ δ−df̂(δ−1ξ).
4. (∂αx ) f(x)→ (2πiξ)αf̂(ξ).
5. (−2πix)αf(x)→

Ä
∂αξ

ä
f̂(ξ).

6. 对任意旋转变换 R，f(Rx)→ f̂(Rξ).

证明 只证明 6，设 y = Rx，则 R−1y · ξ = y ·Rξ，这说明÷f(Rx)(ξ) = ‘f(y)(ξ) = ∫
Rd

f(y)e−2πiy·ξdy (6.18)

=

∫
Rd

f(x)e−2πi(R−1x)·ξ| detR|dx (6.19)

=

∫
Rd

f(x)e−2πix·Rξdx (6.20)

= f̂(Rx) (6.21)

上面用到了旋转变换的自伴性 RT = R以及 detR = 1.
进一步考虑卷积，则对任意 f, g ∈ S(Rd)，都有

1. f ∗ g ∈ S(Rd).
2. f ∗ g = g ∗ f .
3. ‘f ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).
上一章中讨论过，R中的函数 f(x) = e−πx2

在 Fourier变换下不变，同样可以证明，Rd中的函数 f(x) = e−πx2

在 Fourier变换下也不变.
例 6.1设 f(x) = e−π|x|2，x ∈ Rn，则

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−π|x|2e−2πix·ξdx (6.22)

=

∫
Rn−1

e−π(x2
1+···+x2

n−1)

Å∫
R
e−πx2

ne−2πixnξdxn

ã
e−2πi(x1ξ1+···+xn−1ξn−1)dx1 · · · dxn−1 (6.23)

= e−πξ2n

∫
Rn−1

e−π|x(n−1)|e−2πix(n−1)·ξn−1

dx(n−1) (6.24)

= · · · (6.25)

= e−π(ξ21+···+ξ2n) = e−π|ξ|2 (6.26)

上面不严格地定义了一个记号 x(n−1) = (x1, · · · , xn−1) ∈ Rn−1.
由此可以给出 Rd 中的一个好核Kδ，定义为

Kδ(x) = δ−d/2e−π|x|2/δ, (6.27)

这实际上就是实直线上热核的推广，其好核的性质也容易验证.同时可计算得到如下命题

71



6.3 波动方程

命题 6.3

♠
设Kδ(x) = δ−d/2e−π|x|2/δ，则”Kδ(ξ) = e−πδ|ξ|2，并且””Kδ(x) = Kδ(x).

引理 6.1

♥

设 f, g ∈ S(Rd)，则 ∫
Rd

f̂(x)g(x)dx =

∫
Rd

f(x)ĝ(x)dx (6.28)

有了 Fourier变换，同理可定义 Fourier逆变换，这实际上需证

引理 6.2

♥

设 f ∈ S(Rd)，则

f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ. (6.29)

证明 首先证明

f(0) =

∫
Rd

f̂(ξ)dξ. (6.30)

考虑”Kδ(x) = e−πδ|x|2，则根据引理可得∫
Rd

f(x)Kδ(x)dx =

∫
Rd

f(x)
””Kδ(x)dx =

∫
Rd

f̂(ξ)”Kδ(ξ)dξ (6.31)

当 δ → 0时，左边趋于 f(0)，右边趋于
∫
Rd f̂(ξ)dξ，得证.

更一般地，令 F (y) = f(y + x)，因此有

f(x) = F (0) =

∫
Rd

F̂ (ξ)dξ =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ. (6.32)

再来证明推广的 Plancherel等式，这与 R的过程类似.

定理 6.1 (Plancherel等式)

♥

设 f ∈ S(Rd)，则 ||f || = ||f̂ ||，即 ∫
Rd

|f̂(ξ)|2dξ =
∫
Rd

|f(x)|2dx. (6.33)

证明 设 f ∈ S(Rd)，定义 f ♭(x) = f(−x)，则 f̂ ♭(ξ) = f̂(ξ)，设 h = f ∗ f ♭，则 ĥ = ’f ∗ f ♭ = f̂ f̂ ♭ = |f̂ |2，在 ĥ的
Fourier逆变换中令 x = 0则有∫

Rd

|f̂(ξ)|2dξ =
∫
Rd

ĥ(ξ)dξ = h(0) =

∫
Rd

f(x)f(x)dx =

∫
Rd

|f(x)|2dx (6.34)

得证.
综上，这种推广的 Fourier变换也是对应 Schwartz空间上的双射，即可以定义 Fourier逆变换.

定义 6.5 (Fourier变换与 Fourier逆变换)

♣

定义映射 F : S(Rd) → S(Rd)，F∗ : S(Rd) → S(Rd) 分别为 Fourier 变换与 Fourier 逆变换，对任意
f ∈ S(Rd)有

F(f)(ξ) =
∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx, F∗(f)(x) =

∫
Rd

f(ξ)e2πix·ξdξ. (6.35)

并且 F ◦ F∗ = F∗ ◦ F = I .

72



6.3 波动方程

6.3 波动方程
Fourier分析在微分方程中有重要的应用，我们讨论过许多情形的热传导方程，下面考虑 Rd×R中的波动方

程.简便起见，默认在 Schwartz空间 S(Rd)中讨论（在实际情况中，很容易遇到不可微/不连续甚至性质更差的
函数）.

6.3.1 Fourier变换解法

波动方程形如

∂2xu =
1

c2
∂2t u (6.36)

其中 (x, t) ∈ Rd ×R表示位置与时间（这里的时间取值认为是 R而非 R+，因为波方程具有“时间反演”对
称性），有时也写作

∂2t u− c2∆u = 0 (6.37)

其中 u定义在 Rd × R上，称为 d维波动方程，特别地，d = 3时的波方程刻画了电磁波的性质，这时 c就
是光速.

不妨设 c = 1，通常波方程会伴有两个初值
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = f(x)

∂tu(x, 0) = g(x)

(6.38)

其中 f, g ∈ S(Rd)，上式被称为波方程的 Cauchy问题.
为了利用 Fourier变换解波动方程，首先计算 Laplace算子的 Fourier变换”∆u(ξ) = d∑

k=1

‘∂2xk
u(ξ) =

d∑
k=1

(2πiξ2k)û(ξ) = −4π2|ξ|2û(ξ) (6.39)

因此对波动方程两边关于 x ∈ Rd 作 Fourier变换可得
∂2t û(ξ, t) + 4π2|ξ|2û(ξ, t) = 0

û(ξ, 0) = f̂(ξ)

∂tû(x, 0) = ĝ(ξ)

(6.40)

这时偏微分方程转化为了关于 t的常微分方程（若暂时将 ξ视为参数），可解得

û(ξ, t) = A(ξ) cos(2π|ξ|t) +B(ξ) sin(2π|ξ|t) (6.41)

代入初值有

A(ξ) = f̂(ξ), 2π|ξ|B(ξ) = ĝ(ξ) (6.42)

即

û(ξ, t) = f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|
(6.43)

再对两边作 Fourier逆变换可得

u(x, t) =

∫
Rd

ï
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

ò
e2πix·ξdξ (6.44)

容易验证：
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6.3 波动方程

定理 6.2

♥

Cauchy问题6.38的解为

u(x, t) =

∫
Rd

ï
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

ò
e2πix·ξdξ (6.45)

进一步可以证明，上面给出的波动方程的解是唯一的.首先定义波动方程的解对应的能量为

E(t) =

∫
Rd

|∂tu|2 + |∂x1
u|2 + · · ·+ |∂xd

u|2dx (6.46)

定理 6.3

♥
若 u是 Cauchy问题6.38的解，则其对应的能量是守恒的，即对任意 t ∈ R都有 E(t) = E(0).

证明 根据 Plancherel等式可得∫
Rd

|∂tu|2dx =

∫
Rd

∣∣− 2π|ξ|f̂(ξ) sin(2π|ξ|t) + ĝ(ξ) cos(2π|ξ|t)
∣∣2dξ (6.47)∫

Rd

d∑
k=1

|∂xk
u|2dx =

∫
Rd

∣∣2π|ξ|f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ) sin(2π|ξ|t)
∣∣2dξ (6.48)

根据如下事实：设 a, b ∈ C，α ∈ R，则

|a cosα+ b sinα|2 + | − a sinα+ b cosα|2 = |a|2 + |b|2 (6.49)

故

E(t) =

∫
Rd

|∂tu|2 + |∂x1u|2 + · · ·+ |∂xd
u|2dx =

∫
Rd

(4π2|ξ|2|f̂(ξ)|2 + |ĝ(ξ)|2)dξ = E(0) (6.50)

推论 6.1

♥Cauchy问题6.38的解是唯一的.

证明 设有解 u1, u2，则令 u = u1−u2，可知 u是 f = g = 0时 Cauchy问题的解，因此 u的能量E(t) = E(0) = 0，
这说明 ∂tu = ∂xk

u = 0，因此 u为常数，而 u(x, 0) = 0说明 u ≡ 0，因此 u1 = u2，唯一性得证.
综上，Fourier变换给出了波动方程的解，但其表达式中存在 Fourier变换与 Fourier逆变换，在实际计算时

显得复杂.对于特定的维数，可以给出更简单的表达式，比如当 d = 1, 3, 2.
第一章中讨论过区间 [0, L]上的一维波动方程，它由 D’Alembert公式给出

u(x, t) =
f(x+ t) + f(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy. (6.51)

通过将其奇延拓到 [−L,L]，再周期延拓到 R，可以给出一维波动方程的解，具有与上式类似的形式，只需
要注意到

cos(2π|ξ|t) = 1

2
(e2πi|ξ|t + e−2πi|ξ|t),

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

=
4πi|ξ|

e2πi|ξ|t − e−2πi|ξ|t . (6.52)

D’Alembert公式表明：一维波动方程的解可以由初值 f, g 在区间 [x − t, x + t]的边值平均与积分平均表示
（对应公式中的两项），这也是波动方程的特性，在更高维度也有体现.

6.3.2 R3 × R中的波动方程

设 S2 为二维球面，则可以定义函数 f 的球平均为

Mt(f)(x) =
1

4π

∫
S2

f(x+ ty)dS(y) (6.53)

其中 4π 为二维单位球面的面积，dS(y)为球面面元，Mt(f)则表示以 x为球心，t为半径的球面上的平均
值.
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6.3 波动方程

引理 6.3

♥
设 f ∈ S(R3)，则对每个 t > 0，Mt(f) ∈ S(R3).

证明 设 F (x) =Mt(f)(x)，需证 F 快速收敛，设对每个 N ∈ N有

|f(x)| ⩽ AN

1 + |x|N
(6.54)

则存在 A′
N > 0使得

|f(x− ty)| ⩽ A′
N

1 + |x|N
(6.55)

积分可得

|F (x)| ⩽ sup
y∈B(x,t)

|f(x+ ty)| ⩽ A′
N

1 + |x|N
(6.56)

再证 F 无穷可微，只需要考虑每个分量，根据对称性仅需考虑第一分量，即
F (x1 + h, x2, x3)− F (x1, x2, x3)

h
=

1

4π

∫
S2

gh(y)dS(y) (6.57)

其中

gh(y) =
f(x+ he1 + ty)− f(x+ ty)

h
(6.58)

当 h→ 0时，gh ⇒ ∂
∂x1

f(x+ ty)，故得证.

引理 6.4

♥

1

4π

∫
S2

e−2πiξ·ydS(y) =
sin(2π|ξ|)

2π|ξ|
(6.59)

证明 设 R ∈ L(R3)为旋转变换，则根据对称性可知积分在旋转变换下不变，即∫
S2

e−2πiR(ξ)·ydS(y) =

∫
S2

e−2πiξ·R−1(y)dS(y) =

∫
S2

e−2πiξ·ydS(y) (6.60)

设 |ξ| = ρ，则必定存在旋转变换将 ξ变为 (0, 0, ρ)，此时∫
S2

e−2πiξ·ydS(y) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

e−2πiρ cos θ sin θdθdφ (6.61)

=
1

2

∫ π

0

e−2πiρ cos θ sin θdθ (6.62)

=
1

2

∫ 1

−1

e2πiρudu (6.63)

=
1

4πiρ
e2πiρu

∣∣∣∣1
−1

(6.64)

=
sin(2πρ)

2πρ
(6.65)

得证.
由此可以得到一个重要推论

推论 6.2

♥

设 f ∈ S(R3)，则÷Mt(f)(ξ) =

∫
R3

e−2πix·y
Å

1

4π

∫
S2

f(x+ ty)dS(y)

ã
= f̂(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

(6.66)

经过了对球平均的讨论，可以给出三维波方程的如下定理
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6.3 波动方程

定理 6.4

♥

三维波方程的 Cauchy问题 
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = f(x)

∂tu(x, 0) = g(x)

(6.67)

的解为

u(x, t) =
∂

∂t
(tMt(f)(x)) + tMt(g)(x). (6.68)

证明 根据定理6.2可知上述问题的解为

u(x, t) =

∫
R3

ï
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

ò
e2πix·ξdξ (6.69)

=

∫
R3

î
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t)

ó
e2πix·ξdξ +

∫
R3

ï
ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

ò
e2πix·ξdξ (6.70)

=
∂

∂t

Å
t

∫
R3

ï
f̂(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

ò
e2πix·ξdξ

ã
+ t

∫
R3

ï
ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

ò
e2πix·ξdξ (6.71)

=
∂

∂t
(tMt(f)(x)) + tMt(g)(x) (6.72)

得证.

6.3.3 Huygens原理

由前面的讨论可知，一维波方程的解为

u(x, t) =
f(x+ t) + f(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy (6.73)

可以看出，(x, t)位置的值仅由初值函数 f, g在 (x, t)下方三角形的底边中的值决定

图 6.1: 一维 Huygens原理

如果考虑三维情形的解

u(x, t) =
∂

∂t
(tMt(f)(x)) + tMt(g)(x) (6.74)

可以看出，(x, t)位置的值仅由初值函数 f, g在 (x, t)下方圆锥底面中的值决定

图 6.2: 三维 Huygens原理
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6.4 径向对称与 Bessel函数

这称为 (x, t)点的决定区域（backward light cone），与之类似，可以得出一个点所能影响到取值的区域，称
为影响区域（forward light cone）

图 6.3: 影响区域

上面的这种现象称为 Huygens原理，它描述了一维、三维波的传播规律.
与之相关的还有波方程的另一个重要性质：有限传播速度，也就是说，若在 x = x0处有初值，则该点在时

刻 t的影响区域是一个以 x0 为圆心，ct为半径的圆盘，这里 c就是波方程中的参数，即波速.也可以这样理解：
设 f, g都有紧支集，则随着时间的演化，u的紧致集会随时间变大，这一变大的速度是有限的.

6.3.4 R2 × R中的波动方程

我们已经求出了三维波方程的解，因此可以采用降维法从三维得到二维的结果.
对于函数 f ∈ S(R2)，可以定义考虑对应的函数 f̃ ∈ S(R3)，且满足 f̃(x1, x2, x3) = f(x1, x2)，一个最自然的

想法是使 f̃ 在第三个分量上取常值，但这样的结果往往不会快速衰减，因此可以如此考虑：对于固定的 T > 0，
设 η ∈ S(R)，并且对任意 |x| < 3T 都有 η(x) = 1，以及

f̃(x1, x2, x3) = f(x1, x2)η(x3), g̃(x1, x2, x3) = g(x1, x2)η(x3), (6.75)

则有初值 f̃ , g̃的三维波方程的解 ũ对于任意的 |x3| < T, |t| < T，都对应了以 f, g为初值的二维波方程的解，
特别地可以令 u(x1, x2, t) = ũ(x1, x2, 0, t).
为了给出解的表达式，需要考虑降维后的球平均.设 H(x1, x2, 0) = h(x1, x2)，则

Mt(H)(x, 0) =Mt(H)(x1, x2, 0) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

h(x1 + t sin θ cosφ, x2 + t sin θ sinφ) sin θdθdφ (6.76)

=
1

4π

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

h(x1 + t sin θ cosφ, x2 + t sin θ sinφ)dφ (6.77)

=
1

2π

∫ π/2

0

sin θdθ

∫
S1

h(x+ t(sin θ)u)dS(u) (6.78)

=
1

2π

∫
|y|⩽1

h(x+ ty)√
1− |y|2

dy (6.79)

将上式定义为 M̃t(f)(x)，则有如下定理

定理 6.5

♥

二维波方程的 Cauchy问题的解为

u(x, t) =
∂

∂t
(tM̃t(f)(x)) + M̃t(g)(x) (6.80)

6.4 径向对称与 Bessel函数

根据 Fourier变换 F(f(R(x))) = f̂(Rξ)的性质，可知 F 将径向对称的函数变为径向对称的函数，设 f(x) =

f0(|x|)，f̂(ξ) = F0(ξ)，我们自然会考虑 f0 与 F 之间的关系，从维数 d = 1, 3的情况开始.
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6.5 Radon变换及其应用

由于一维仅有两个方向，因此

F0(ρ) = f̂(|ξ|) =
∫
R
f(x)e−2πix|ξ|dx (6.81)

=

∫ ∞

0

f0(r)(e
−2πir|ξ| + e2πir|ξ|)dr (6.82)

= 2

∫ ∞

0

cos(2πρr)f0(r)dr (6.83)

三维情形也比较简单

F0(ρ) = f̂(ξ) =

∫
R3

f(x)e−2πix·ξdx (6.84)

=

∫ ∞

0

f0(r)

∫
S2

e−2πirγ·ξdS(γ)r2dr (6.85)

=

∫ ∞

0

f0(r)
2 sin(2πρr)

ρr
r2dr (6.86)

= 2ρ−1

∫ ∞

0

sin(2πρr)f0(r)dr (6.87)

最后考虑二维情形，根据 f̂(ξ)的径向对称性，设 ξ = (0,−ρ)，则

F0(ρ) = f̂(ξ) =

∫
R2

f(x)e−2πix·(0,ρ)dx (6.88)

=

∫ 2π

0

f0(r)e
2πirρ sin θrdrdθ (6.89)

= 2π

∫ ∞

0

J0(2πrρ)f0(r)rdr (6.90)

其中 Jn(ρ)被称为 Bessel函数，定义为

eiρ sin θ =

∞∑
n=−∞

Jn(ρ)e
inθ, Jn(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

eiρ sin θe−inθdθ, (6.91)

即函数 eiρ sin θ 的 n 项 Fourier 系数.Bessel 函数可以推广到高维情形，但过程会更复杂些，对于非整数的
n > −1/2，它有形式

Jn(ρ) =
(ρ/2)n

Γ(n+ 1/2)
√
π

∫ 1

−1

eiρt(1− t2)n−(1/2)dt, (6.92)

若定义

J−1/2(ρ) = lim
n→−1/2

Jn(ρ) =

…
2

π
ρ−1/2 cos ρ (6.93)

则我们证明过的 d = 1, 2, 3的情形可以合并为

F0(ρ) = 2πρ−(d/2)+1

∫ ∞

0

J(d/2)−1(2πρr)f0(r)r
d/2dr. (6.94)

从上面的讨论可以看出，在奇数维空间中，径向对称函数与其 Fourier变换可以通过初等函数联系起来，但
对于偶数维情况则不然，这也体现了奇数维与偶数维空间中的一些差异.

6.5 Radon变换及其应用
Radon变换

6.5.1 R2中的 X-ray变换

考虑 R2 中的二维物体 O（这也可以想象为某个人体器官的横截面），设有 X射线穿过 O
其中 I0, I 表示穿过物体前后的射线强度，若设 d为射线穿过的距离，ρ为衰减系数（或吸收系数，依赖于

78



6.5 Radon变换及其应用

图 6.4: 穿过物体的 X射线

物体的材料等固有性质），则两个强度之间有关系

I = I0e
−dρ (6.95)

这里考虑的物体由单一材料组成，并且均匀，其衰减系数为常数.若有两组材料构成，则

I = I0e
−d1ρ1−d2ρ2 (6.96)

其中 d1, d2 分别为经过两种材料部分的距离.更一般的，若设 ρ为 R2 上的函数，则上述关系变为

I = I0e
∫
L
ρ (6.97)

其中 L表示 X射线穿过的路径，
∫
L
ρ表示衰减系数在路径上的积分（可以理解为总衰减量）.由于对 R2中

的任意方向都可以计算该积分，因此可以定义出 R2 中函数 ρ的 X-ray变换

X(ρ)(L) =

∫
L

ρ =

∫
L

ρ (6.98)

它将定义在 R2 中的函数 ρ变换为定义在 R2 中所有直线的集合上的函数 X(ρ).为了保证在直线上积分的存
在性，可以设 ρ ∈ S(R2).

定义 6.6 (X-ray变换)

♣

设 ρ ∈ S(R2)，则定义 X-ray变换 X : S(R2)→ {L → R}，且

X(ρ)(L) =

∫
L

ρ, (6.99)

其中L 为 R2 中所有直线构成的集合.

如果已知 ρ，那么计算 X(ρ)是很容易的，但大多数时候容易获得的是 X(ρ)（发出平行 X射线，接收穿过
物体的射线即得强度），需要反过来计算 ρ，这便从一个实际问题引出了一个数学问题：是否存在 X-ray逆变换？
如何计算它？这称为“重构问题”（reconstruction problem）.
与逆变换等价的性质是 X-ray变换的唯一性：若 X(ρ) = X(ρ′)，是否有 ρ = ρ′ 成立？因为 ρ有两个自由度

（因为 ρ定义在 R2 上），而 X(ρ)也有两个自由度（直线的截距与斜率，或者说方向与位置），所以从直觉来看，
这种对应有一定的合理性，可以证明如下命题.

命题 6.4

♠

定义 R2 中的直线 x cos θ + y sin θ = t（|θ| ⩽ π, t ∈ R），则 f ∈ S(R2)的 X-ray变换可定义为

X(f)(t, θ) =

∫
Lt,θ

f =

∫ ∞

−∞
f(t cos θ + u sin θ, t sin θ − u cos θ)du. (6.100)

在此基础上可以证明，若 f ∈ S, X(f) = 0，则 f ≡ 0.
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6.5 Radon变换及其应用

证明 由于 X(f) = 0，因此 X(f)与 t, θ无关，如果固定 t，可知
事实上，可以对 X-ray变换进行采样，仅确定有限条直线的X(ρ)(L)，因此 X-ray变换在实际应用中也有非

常重要的价值（如取样过程、数值估计及计算机算法），下一章中会讨论一个与之相关的算法：快速 Fourier变
换（FFT）.

6.5.2 R3中的 Radon变换

前面讨论了 R2 中的 X-ray变换，对于三维情形也有类似理论，设 O为 R3 中的物体，ρ ∈ S(R3)代表 X射
线在物体 O中的衰减系数，则同样可以定义每条直线上的总衰减量为∫

L

ρ, (6.101)

在 R2中，函数与其 X-ray变换一一对应，但对于 R3来说，这种 X-ray变换包含的信息有些“过多”了，这
从分析其自由度可以看出：ρ ∈ S(R3)自由度为 3，而

∫
L
ρ自由度为 4（通过直线到原点距离以及一个方向向量

描述）.为了减少这个额外的自由度，可以考虑一个 R3中 3自由度的几何模型：平面，并仿照 X-ray变换定义出
Radon变换：

定义 6.7 (Radon变换)

♣

设 f ∈ S(R3)，则定义 R3 中的 Radon变换R : S(R3)→ {P → R}，且

R(f)(P ) =
∫
P

f, (6.102)

其中P 表示 R3 中所有平面构成的集合.

对于 R3 中的平面，设 γ ∈ S2, t ∈ R，则可以这样刻画

Pt,γ = {x ∈ R3 : x · γ = t} (6.103)

这里的 γ实际上是平面的单位法向量，而 t是原点到该平面的距离.进一步，可以将 γ扩充为一组标准正交
基 γ, e1, e2，则任意 x ∈ R3 都能唯一表示为 x = tγ + u = tγ + u1e1 + u2e2，并且有∫

Pt,γ

f =

∫
R2

f(tγ + u1e1 + u2e2)du1du2 (6.104)

为了确保良定性，需要说明上述积分的值与 e1, e2 的选择无关.

命题 6.5

♠

设 f ∈ S(R3)，则对于任意 γ, t，积分
∫
Pt,γ

f 与基 e1, e2 的选取无关，更进一步，有∫ ∞

−∞

Ç∫
Ptγ

f

å
dt =

∫
R3

f(x)dx. (6.105)

证明 设 e′1, e
′
2 为另一组满足条件的基，则两组基之间仅相差一个旋转变换，其行列式为 1，因此换元可知良定.

进一步，假设旋转变换 R将 γ, e1, e2 变为我们熟悉的标准正交基，则有∫
R3

f(x)dx =

∫
R3

f(Rx)dx (6.106)

=

∫
R3

f(x1γ + x2e1 + x3e2)dx1dx2dx3 (6.107)

=

∫ ∞

−∞

Ç∫
Pt,γ

f

å
dt (6.108)

得证.
从平面的参数化形式可知，Radon变换也可以看作 R× S2 上的函数，并且满足 Schwartz条件

sup
(t,γ)∈R×S2

|t|k
∣∣∣∣∂lF∂tl (t, γ)

∣∣∣∣ <∞, k, l ⩾ 0. (6.109)
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6.5 Radon变换及其应用

下面证明这件事，以及 Radon变换与 Fourier变换之间的联系.

引理 6.5

♥

设 f ∈ S(R3)，则对任意固定的 γ 都有 R(f)(t.γ) ∈ S(R)，并且有“R(f)(s, γ) = f̂(sγ). (6.110)

证明 由于 f ∈ S(R3)，故对任意 N 存在常数 AN <∞使得

(1 + |t|)N (1 + |u|)N |f(tγ + u)| ⩽ AN (6.111)

若设 x = tγ + u，这里 u ⊥ γ，两边对 u在 R2 积分可得

(1 + |t|)NR(f)(t, γ) ⩽ AN

∫
R2

du

(1 + |u|)N
<∞ (6.112)

对于 f 各阶导数的情况有类似处理.进一步，对R(f)两边对标量 s做 Fourier变换可得“R(f)(s, γ) = ∫
R

Ç∫
Pt,γ

f

å
e−2πistdt (6.113)

=

∫
R

∫
R2

f(tγ + u)e−2πisγ·(tγ+u)du1du2dt (6.114)

=

∫
R3

f(x)e−2πix·(sγ)dx (6.115)

= f̂(sγ) (6.116)

上面用到了 γ · u = 0, |γ| = 1以及最后的一步旋转变换.
利用上述引理，可以立即证明 Radon变换的唯一性.

推论 6.3

♥
设 f, g ∈ S(R3)，并且有R(f) = R(g)，则 f = g.

证明 只需证明，若R(f) = 0，则 f = 0即可，这借助 Fourier变换的唯一性是显然的.
最后考虑一个最重要问题，这也是一开始的出发点：如何通过函数的 Radon变换反解出函数？下面讨论对

偶 Radon变换.

定义 6.8 (对偶 Radon变换)

♣

设 F 定义在 R× S2 上，则定义对偶 Radon变换R∗ : S(R× S2)→ {R3 → R}为

R∗(F )(x) =

∫
S2

F (x · γ, γ)dS(γ). (6.117)

这里的“对偶”是一个代数学概念，若设 V1 = S(R3)，定义其上的 Hermite内积为

〈f, g〉1 =

∫
R3

f(x)g(x)dx, (6.118)

再设 V2 = S(R× S2)，同样带有 Hermite内积

〈F,G〉2 =

∫
R

∫
S2

F (t, γ)G(t, γ)dS(γ)dt (6.119)

则计算可知

〈Rf, F 〉2 =

∫
R

∫
S2

R(f)(t, γ)F (t, γ)dS(γ)dt (6.120)

=

∫
R

∫
S2

Å∫
R2

f(tγ + u)du

ã
F (t, γ)dS(γ)dt (6.121)

=

∫
R3

∫
S2

f(x)F (x · γ, γ)dS(γ)dx (6.122)

= 〈f,R∗F 〉1 (6.123)
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借助对偶 Radon变换，可以解决本节最重要的问题，也就是给出如下定理.

定理 6.6 (重构定理)

♥

设 f ∈ S(R3)，∆为 Laplace算子，则

∆(R∗R(f)) = −8π2f. (6.124)

证明 借助 Radon变换与 Fourier变换的关系可得

R(f)(t, γ) =
∫
R
“R(f)(s, γ)e2πitsds = ∫

R
f̂(sγ)e2πitsds, (6.125)

因此有

R∗R(f)(x) =
∫
S2

R(f)(x · γ, γ)dS(γ) =
∫
S2

∫
R
f̂(sγ)e2πix·γsdsdS(γ) (6.126)

计算可得

∆(R∗R(f))(x) =
∫
S2

∫
R
f̂(sγ)(−4π2s2)e2πix·γsdsdS(γ) (6.127)

= −4π2

∫
S2

∫
R

f̂(sγ)e2πix·γss2dsdS(γ) (6.128)

= −8π2

∫
S2

∫ ∞

0

f̂(sγ)e2πix·γss2dsdS(γ) (6.129)

= −8π2

∫
R3

f(ξ)e2πix·ξdξ (6.130)

= −8π2f(x) (6.131)

其中用到了换元，即将 R拆分为
∫∞
0
,
∫ 0

−∞，再将后者中 s, γ 同时反向，根据对称性可以得到 2
∫∞
0

.

6.5.3 平面波

作为本章的结尾，这里简单提及 Radon变换与波动方程解之间的关系.根据 D’Alembert公式，一维波方程的
解可以表示为行波的叠加，那么对于高维波方程是否也有类似的性质？事实上，如果设 F 为R上的函数，|γ| = 1，
则 u(x, t) = F (x · γ − t)就恰好给出了 d维波方程的一个解（波速 c = 1），这样的解被称为平面波.观察平面波
解的形式可以看出，在与 γ 正交的方向上 u关于 x恒为常数（由此可知当 d > 1时，波方程的解不会是 S(Rd)

中的函数，因为它在某个方向上为常值），并且随着时间的推移，波沿 γ 方向前行.
假设 f(x) = F (x · γ), g(x) = G(x · γ)，则可验证 d维波方程的 Cauchy问题的解为

u(x, t) =
F (x · γ + t) + F (x · γ − t)

2
+

1

2

∫ x·γ+t

x·γ−t

G(s)ds (6.132)

对于一般的 f, g，借助 Radon变换，设

R̃(f)(t, γ) = − 1

8π2

d2

dt2
R(f)(t, γ), (6.133)

则对应的解可表示为

u(x, t) =
1

2

∫
S2

Ä
R̃(f)(x · γ − t, γ) + R̃(f)(x · γ + t, γ)

ä
dS(γ) +

1

2

∫
S2

Ç∫ x·γ+t

x·γ−t

R̃(g)(s, γ)ds
å
dS(γ) (6.134)

=
1

2

∫
S2

Ç
R̃(f)(x · γ − t, γ) + R̃(f)(x · γ + t, γ) +

∫ x·γ+t

x·γ−t

R̃(g)(s, γ)ds
å
dS(γ). (6.135)
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第 7章 离散 Fourier分析

前面的章节讨论了 Fourier级数以及 Euclid空间上的 Fourier变换，本章我们将目光从连续转向离散，考虑
离散结构上的 Fourier变换，更精确地说，是有限 Abel群中的 Fourier变换.在有限集合中，积分与无穷求和将会
被有限求和代替，因此离散 Fourier分析中很少会涉及收敛性，因此本章的内容会相对简单一些.
我们先考虑 Zn 群中的 Fourier变换，再讨论更一般的有限 Abel群中的 Fourier变换.

7.1 Zn中的 Fourier分析

定义 7.1 (单位根群)

♣

定义集合

Zn = {z ∈ C : zn = 1} = {1, e2πi/n, e2πi2/n, · · · , e2πi(n−1)/n} (7.1)

则群 (Zn, ·)称为 n次单位根群（容易验证它是一个有限 Abel群，且同构于 n阶循环群）.

注有时也会使用更方便的记号 ζn 代表 e2πi/n，则 Zn = {1, ζn, · · · , ζn−1
n }.

本节的的主要研究对象是 n阶循环群 Zn = {1, a, · · · , an−1}，通常 Zn用来表示模 n剩余类群，但由于剩余
类群与单位根群之间的同构关系，使得二者实际上是“贴了不同标签”的同一个群，

不同群之间可能存在同构关系，使得它们实际上是“贴了不同标签”的同一个群，比如模 n剩余类的加法
群、n次单位根的乘法群等，都是 Zn 的具体例子，前者更熟悉，但本节我们默认使用后者.根据这种同构关系，
自然存在其上的函数之间的对应

F (k)←→ f(e2πik/n) (7.2)

因此，本节中记号 Zn 既可以表示模 n剩余类群，也可以表示 n次单位根群.

7.1.1 Zn中的 Fourier变换

为了建立离散的 Fourier分析，首先要找到 Zn 中的函数，与圆上的 en(x) = e2πinx 对应，这一类圆上的函
数满足如下性质：

1. {en : n ∈ Z}是圆上 Riemann可积函数空间中的一组正交基.
2. en 的（有限）线性组合在圆上的连续函数空间中是稠密的（即Weierstrass逼近定理）.
3. en(x+ y) = en(x)en(y).
首先定义 V = {Zn → C}中的内积（方便起见，后文会多次用 V 指代 Zn 上的函数空间）.

定义 7.2 (内积与范数)

♣

设 V = {Zn → C}，f, g ∈ V，则定义 V 中的内积为

〈f, g〉 =
n−1∑
k=0

f(k)g(k), (7.3)

由此也可诱导出范数

||f ||2 =

n−1∑
k=0

|f(k)|2. (7.4)

接着考虑函数

em(k) = ζmk = e2πimk/n, m = 0, · · · , n− 1, (7.5)



7.1 Zn 中的 Fourier分析

则计算可得

〈ep, eq〉 =
n−1∑
k=0

ζpkζ−qk =

n−1∑
k=0

ζ(p−q)k (7.6)

对等比数列求和可知，当 p = q时每一项为 1，上式为 n，否则

〈ep, eq〉 =
1− ζ(p−q)N

1− ζ(p−q)
= 0 (7.7)

即得如下引理

引理 7.1

♥

设 V 中的函数集

em(k) = ζmk = e2πimk/n, m = 0, · · · , n− 1, (7.8)

则集合 {e0, · · · , en−1}是正交的，即 〈ep, eq〉 = nδpq .

如果换一种思路，上述内积的定义方式是非常自然的：Zn是有限群，而函数由其在定义域中每一点的取值
唯一决定，因此其上的函数空间 V 实际上同构于 Cn，即考虑

(f(0), f(1), f(2), · · · , f(n− 1)) = (a0, a1, a2, · · · , an−1) (7.9)

那么上述内积实际上就是 Cn中的内积，我们已经非常熟悉.这实际上说明了一个重要事实：V 是 C上的 n

维向量空间.
进一步，由于 dimV = n，根据正交组的线性无关性，上面定义的 e0, · · · , en−1 实际上是 V 中的一组正交

基，将其标准化可以得到一组标准正交基

e∗m =
1√
n
em, m = 0, · · · , n− 1 (7.10)

结合 V ∼= Cn 以及 Cn 中的正交基表示，可知任意 f ∈ V 都可以表示为

f =

n−1∑
k=0

〈f, e∗k〉e∗k, ||f ||2 =

n−1∑
k=0

|〈f, e∗n〉|2 (7.11)

也容易验证对任意m ∈ Zn 有
n−1∑
k=0

〈f, e∗k〉e∗k(m) =
1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

f(j)ζ−kjζkm =
1

n

n−1∑
j=0

f(j)

n−1∑
k=0

ζk(m−j) 1

n

n−1∑
j=0

f(j)nδjm = f(m) (7.12)

这也说明了 {en : n ∈ Zn}满足一开始提到的三条性质：正交基，稠密性（这在有限维空间中表现为有限张
成），加法变为乘法（第三条是显然的），由此可以定义出 Fourier系数与 Fourier逆变换

定义 7.3 (Fourier逆变换)

♣

对于定义在 Zn 上的函数 f，定义其 Fourier系数为

am =
1

n
〈f, em〉 =

1

n

n−1∑
k=0

f(k)e−2πikm/n, (7.13)

则称 f 的 Fourier逆变换为

f(m) =

n−1∑
k=0

akek(m) =

n−1∑
k=0

ake
2πikm/n (7.14)

根据上述讨论，也可以得到 Zn中的 P-P等式（这实际上是线性代数中有限维内积空间中 Parseval等式的一
个实例）.
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7.1 Zn 中的 Fourier分析

定理 7.1 (Parseval-Plancherel等式)

♥

若 f 为定义在 ZN 上的函数，ak 为 f 的 Fourier系数，则
n−1∑
k=0

|ak|2 =
1

n

n−1∑
k=0

|f(k)|2 (7.15)

对比 Fourier级数与离散 Fourier变换可以得出，Fourier变换实际上是将函数的“点值表示法”转化为“正
交基表示”的过程.

7.1.2 快速 Fourier变换（FFT）

本节讨论离散 Fourier分析的一个重要应用：快速 Fourier变换（FFT）.顾名思义，这是一个计算 Zn上函数
f 的 Fourier系数的算法，在许多领域有非常重要的应用.

设 f为定义在Zn上的函数，并且已知 f(0), · · · , f(n−1)，记 ak(f)为 f的第 k项 Fourier系数，ωn = e−2πi/n，
则根据定义可得

ak(f) =
1

n
〈f, ek〉 =

1

n

n−1∑
r=0

f(r)ωkr
n (7.16)

如果根据定义直接计算，那么计算所有的 n个 Fourier系数的运算次数约为 n(2n + 1) = O(n2)，这也称为
这种算法的时间复杂度，可以看出，当 n非常大时，运算次数也会非常大（比如取 n = 105，则总运算次数约为
1010），这样的效率不尽人意，由此便诞生了 FFT算法，它可以在 O(n log n)的时间复杂度解决问题，这时若取
n = 105，则总运算次数约为 5 · 105 � 1010.

定理 7.2 (快速 Fourier变换)

♥

设 wn = e−2πi/n，并设 n = 2p，则计算 Zn 中函数的 Fourier系数至多需要的计算次数约为

4 · 2pp = 4n log2 n = O(n log n). (7.17)

证明 记 #(M)表示 ZM 中计算所有 Fourier系数的最少运算次数，首先证明：

#(2M) ⩽ 2#(M) + 8M. (7.18)

对于 Z2M 上的函数 f，可以分解为两个 ZM 上的函数 f0, f1，使得

f0(r) = f(2r), f1(r) = f(2r + 1) (7.19)

因此计算 f 的 Fourier系数可知

ak(f) =
1

2M

2M−1∑
r=0

f(r)ωkr
2M (7.20)

=
1

2

[
1

M

M−1∑
p=0

f(2p)ω
k(2p)
2M +

1

M

M−1∑
p=0

f(2p+ 1)ω
k(2p+1)
2M

]
(7.21)

=
1

2

[
1

M

M−1∑
p=0

f0(p)ω
kp
M + ωk

2M

1

M

M−1∑
p=0

f1(p)ω
kp
M

]
(7.22)

=
1

2

[
ak(f0) + ωk

2Mak(f1)
]

(7.23)

并且计算 ω2M , · · · , ω2M
2M 的总次数不会超过 2M，因此

#(2M)− 2#(M) ⩽ 2M + 3× 2M = 8M (7.24)

得证.在此基础上，设 n = 2p，则当 p = 1, n = 2时

a0(f) =
1

2
(f(1) + f(−1)), a1(f) =

1

2
(f(1) + (−1)f(−1)) (7.25)
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7.2 有限 Abel群上的 Fourier分析

显然有 #(21) ⩽ 8 = 4 · 21 · (2− 1)，假设 #(2p−1) ⩽ 4 · 2p−1(p− 1)，则有

#(2p) ⩽ 2#(2p−1) + 8 · 2p−1 = 4 · 2pp (7.26)

得证.
上面的证明过程实际上也给出了 FFT的分治过程.

7.2 有限 Abel群上的 Fourier分析
本章最后一部分着重将离散 Fourier分析理论推广到有限 Abel群中，我们直入正题，不对 Abel群的一些基

本性质作过多回顾.这部分会用到一类经典的 Abel群：模 n缩系 Z∗
n，由 Zn 中所有乘法可逆元构成.

7.2.1 特征标与正交性

定义 7.4 (特征标)

♣

设 (G, ·)为有限 Abel群，S1 为复平面上的单位圆周，则称 G上的积性函数 e : G→ S1

e(a · b) = e(a)e(b) (7.27)

为群 G的一个特征标.

简单来说，Abel群 G上的特征标就是从 G到 S1 的群同态（由映到 S1 上的积性可证 e(1) = 1）.特别地，
称 e(a) = 1, ∀a ∈ G为单位特征标（或平凡特征标）.特征标在 Fourier分析的推广过程中有重要价值，因为这种
积性对应了指数函数将加法变为乘法的特点.事实上，em(k) = e2πimk/n,m = 0, · · · , n − 1就是 Zn 中的一组特
征标.

对于 Abel群 G，可以定义其特征标的全体为对偶群 Ĝ.

定义 7.5 (对偶群)

♣

设 G为 Abel群，定义对偶群 Ĝ为 G上所有特征标构成的函数集合，若定义其上的乘法

e1 · e2 : a 7−→ e1(a)e2(a) (7.28)

则 (Ĝ, ·)是一个（有限）Abel群.

注许多由函数定义的群中，乘法都是映射的复合，这时单位元是恒等映射，逆元是逆映射；但上述定义中采用
的是逐点的自然乘法，这时单位元则是前面的平凡特征标，e的逆元为 e−1 : a 7→ (e(a))−1，注意到 S1中取逆与
共轭是等价的，因此也有 e(a) = e−1(a).

对偶群的元素是某个 Abel群上的所有特征标，举出特征标的例子是简单的，但如何保证无遗漏找到确定所
有特征标（进而确定对偶群所有元素）？下述引理表明，满足一定条件的积性函数就是特征标.

引理 7.2

♥
设 G为有限 Abel群，e : G→ C− {0}为积性函数，则 e ∈ Ĝ.

证明 设 e满足所给条件，由于 G有限，因此对任意 a ∈ G，存在 n使得 an = 1 ∈ G，因此

1 = |e(bn)| = |e(b)n| = |e(b)|n (7.29)

这说明 |e(b)| = 1, e(b) ∈ S1，得证.
定义出了具有积性的特征标，下一步就是建立线性空间 V = {G→ C}上的正交关系，事实上，特征标给出

了这个空间的一组标准正交基.
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7.3 离散 Fourier分析的应用

定义 7.6 (内积)

♣

设 G为有限 Abel群，V = {G→ C}，则定义 V 上的内积

〈f, g〉 = 1

|G|
∑
a∈G

f(a)g(a). (7.30)

定理 7.3

♥设 G为有限 Abel群，则 Ĝ中的元素给出了线性空间 V 中的一组标准正交基.

证明 类比 Zn 中的讨论可知张成是显然的，因此只需证明这是一组标准正交基. 记 Ĝ = {ea : a ∈ I}，则计算可
得

〈ei, ej〉 =
1

|G|
∑
a∈G

ei(a)ej(a) =
1

|G|
∑
a∈G

ei(a)e
−1
j (a) =

1

|G|
∑
a∈G

(ei · e−1
j )(a) (7.31)

当 i = j 时，ei · e−1
j 为平凡特征标，上式中每一项为 1，结果为 1；当 i 6= j 时，ei · e−1

j ∈ Ĝ但不为平凡特
征标，下证对任意不为平凡特征标的 e ∈ Ĝ，有

∑
a∈G e(a) = 0.由于对任意 b ∈ G都有

e(b)
∑
a∈G

e(a) =
∑
a∈G

e(ba) =
∑
a′∈G

e(a′) = (7.32)

由于 e不为平凡特征标，故不妨设 e(b) 6= 1，则有
∑

a∈G e(a) = 0.
综上可知，〈ei, ej〉 = δij，命题得证.

7.2.2 Fourier逆变换

做一定铺垫后，下面正式讨论 Abel群上的 Fourier变换.

定义 7.7 (Fourier系数 &Fourier逆变换)

♣

设 G为有限 Abel群，则定义 f ∈ V 相应于 e ∈ Ĝ的 Fourier系数为

f̂(e) = 〈f, e〉 = 1

|G|
∑
a∈G

f(a)e(a). (7.33)

则称 f 的 Fourier逆变换为

f =
∑
e∈Ĝ

f̂(e)e. (7.34)

定理 7.4 (Parseval-Plancherel等式)

♥

设 f ∈ V，则

||f ||2 =
∑
e∈Ĝ

|f̂(e)|2. (7.35)

7.3 离散 Fourier分析的应用
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第 8章 Dirichlet定理

作为 Fourier分析的一大应用，本章讨论数论中的重要定理：Dirichlet定理及其证明.有限 Abel群 Z∗
q 上的

Fourier变换会起到很大作用.

8.1 回顾与准备工作

8.1.1 基本的算数定理

下面的多数定理不予证明.

定理 8.1 (带余除法)

♥

设 a, b ∈ Z, b > 0，则存在唯一的 q, r ∈ Z，0 ⩽ r < b使得

a = qb+ r. (8.1)

定理 8.2 (Bezout定理)

♥

设 gcd(a, b) = d，则存在 x, y ∈ Z使得

ax+ by = d. (8.2)

推论 8.1

♥

正整数 a, b互素当且仅当存在 x, y ∈ Z使得

ax+ by = 1. (8.3)

推论 8.2

♥
若 gcd(a, c), c|ab，则 c|b.特别的，若 p为素数，p|ab，则必有 p|a或 p|b.

定理 8.3 (算数基本定理)

♥

设 a ∈ Z，则存在分解

a = ±pα1
1 · · · pαs

s , (8.4)

其中 p1, · · · , ps 为互不相同的素数，αi > 0，并且这种分解是唯一的.

8.1.2 素数有无穷多个

在数论中，关于素数的研究总是处于核心位置，初等数论中也有许多关于素数的命题，比如最经典的一个：
素数有无穷多个.

定理 8.4

♥素数有无穷多个.

证明 若不然，假设所有的素数为 p1, · · · , pn，则构造

N = p1p2 · · · pn + 1, (8.5)

可知 pi ∤ N，因此 N 也是素数，并且不在 p1, · · · , pn 中，矛盾，得证.
上面这个脍炙人口的证明来自 Euclid，Euler也给出过另一种思路，并且这种思路蕴含更多有趣的问题.



8.1 回顾与准备工作

证明 所有素数可分类为 4k+1型与 4k+3型，假设素数仅有限多个，则两类均有限多个.考虑 4k+3型，设其
中素数为 p1, · · · , pn，则令

N = 4p1 · · · pn + 3, (8.6)

若N为素数，则与假设矛盾，命题得证；若N不为素数，则N有素因子 q，且 q ≡ 1(mod 3)（因为 p1, · · · , pn ∤
N），这与 N ≡ 1(mod 3)矛盾，得证.

Euler将素数分为 4k+1与 4k+3两类解决了问题，与之类似，Legendre在证明二次互反律的过程中，也曾
提出了如下命题：设 gcd(q, l) = 1，则形如

l + kq, k ∈ N (8.7)

的素数有无穷多个.换句话说，数列 {l + kq : k ∈ N}中包含无穷多个素数.
最终 Legendre的上述断言被 Dirichlet证明，因此上述命题也被称为 Dirichlet定理.证明的核心是利用 zeta

函数的 Euler乘积形式，下面介绍这一内容.
对于一列实数 {an}，定义其无穷乘积为（若极限存在）

∞∏
n=1

an = lim
N→∞

N∏
n=1

an (8.8)

若其中每一项都是正数，则可以通过取对数将其转化为无穷和考虑.

命题 8.1

♠
设 An = 1 + an，若

∑
|an|收敛，则无穷乘积

∏
An 收敛；若还有 an 6= 1，则

∏
1/(1− an)也收敛.

证明 根据对数的性质可知
N∏

n=1

An =

N∏
n=1

eln(1+an) = eBN ⩽
N∏

n=1

ean = e
∑N

n=1 an (8.9)

由此可知 BN（绝对）收敛，因此无穷乘积收敛.后半命题采用类似放缩可得.
N∏

n=1

1

1− an
=

1∏N
n=1(1− an)

(8.10)

下面给出 zeta函数的定义.

定义 8.1 (zeta函数)

♣

定义 zeta函数为

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, (8.11)

其中 s > 1.

注利用 p-级数的收敛性容易判定：对任意 s > 1，ζ(s)收敛.
由于

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
=

1

1s
+

1

2s
+ · · ·+ 1

ns
+ · · · (8.12)

从唯一分解定理的角度考虑 zeta函数，可以得到如下定理，即 Euler乘积公式.

定理 8.5

♥

对任意 s > 1，有

ζ(s) =
∏
p

1

1− 1/ps
, (8.13)

其中 p取遍所有素数.
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8.2 Dirichlet定理

证明 设M,N ∈ N,M > N，则根据唯一分解定理，任意 n ⩽ N 都可以写作素数的幂积，则有
N∑

n=1

1

ns
⩽
∏
p⩽N

Å
1 +

1

ps
+ · · ·+ 1

pMs

ã
(8.14)

⩽
∏
p⩽N

Å
1

1− p−s

ã
(8.15)

⩽
∏
p

Å
1

1− p−s

ã
(8.16)

令 N →∞可得
∞∑

n=1

1

ns
⩽
∏
p

Å
1

1− p−s

ã
. (8.17)

此外，根据 ζ(s)每一项的非负性可得∏
p⩽N

Å
1 +

1

ps
+ · · ·+ 1

pMs

ã
⩽

∞∑
n=1

1

ns
(8.18)

先令M →∞，在令 N →∞可得 ∏
p

Å
1

1− p−s

ã
⩽

∞∑
n=1

1

ns
(8.19)

综上，命题得证.
根据这种表示，还可以给出素数无穷多个的证明：

证明 若仅有有限多个素数，根据算数基本定理可知
∞∑

n=1

1

n
=

n∏
k=1

1

1− p−1
k

<∞ (8.20)

这与调和级数的收敛性矛盾.

推论 8.3

♥

当 p取遍所有素数时，下述级数发散 ∑
p

1

p
. (8.21)

证明 对 ζ 函数两边同取对数，当 s充分小时可得

ln ζ(s) = −
∑
p

ln(1− 1/ps) = −
∑
p

[− 1

ps
+O

Å
1

p2s

ã
] =

∑
p

1

ps
+O(1) (8.22)

这里用到了 x = 0附近 ln(1 + x) = x+O(x2)的特性，令 s→ 1+ 可知∑
p

1

p
⩾
∑
p

1

ps
= ln ζ(s) +O(1)→∞. (8.23)

得证.
事实上，这也可以用来反证素数有无穷多个.

8.2 Dirichlet定理
下面正式介绍 Dirichlet定理，表述为

定理 8.6 (Dirichlet定理)

♥
设 q, l互素，则数列 {l + kq : k ∈ N}中有无穷多个素数.
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8.2 Dirichlet定理

Dirichlet定理可以由下述级数的发散得出 ∑
p≡l(mod q)

1

p
(8.24)

其中 p取遍所有模 q同余 l的素数.定理的证明有许多步，其中会对 Z∗
q 使用 Fourier变换.下面以 q = 4, l = 1

的情形为例，简单介绍定理的证明过程.
定义 Z中的 Dirichlet特征为

χ(n) =


0, n = 2k

1, n = 4k + 1

−1, n = 4k + 3

(8.25)

显然 χ是积性函数，再令

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
= 1− 1

3s
+

1

5s
− 1

7s
+ · · · (8.26)

根据 χ的积性，设 n = pα1
1 · · · p

αt
t ，则

χ(n)

ns
=
χ(pα1

1 · · · p
αt
t )

(pα1
1 · · · p

αt
t )s

=

Å
χ(p1)

ps1

ãα1

· · ·
Å
χ(pt)

pst

ãαt

(8.27)

因此借助 Euler乘积，可以将 L函数表示为

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

1

1− χ(p)/ps
. (8.28)

对两边取对数可得

lnL(s, χ) = −
∑
p

ln(1− χ(p)/ps) =
∑
p

χ(p)

ps
+O(1) (8.29)

当 s = 1时，L(1, χ)恰好等于 Leibniz级数
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · (8.30)

上式通过 arctanx的 Taylor展开可得.这说明当 s→ 1+ 时，∑
p≡1

1

ps
−
∑
p≡3

1

ps
(8.31)

有界，但根据推论8.3可知当 s→ 1+ 时 ∑
p

1

ps
(8.32)

无界，相加可得 s→ 1+ 时

2
∑
p≡1

1

ps
(8.33)

无界，这说明形如 4k + 1型素数有无穷多个（这同时也可以说明 4k + 3型素数有无穷多个）.
下一节将给出 Dirichlet定理的完整证明，在此先做一些 Dirichlet特征、L函数的准备工作.

8.2.1 Fourier分析与 Dirichlet特征

约定：本节未额外说明情况下，认为 Abel群 G = Z∗
q .

定义 8.2 (Euler函数)
设 n ∈ N，定义 Euler函数为

φ(n) =
∑
d|n

1, (8.34)
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8.2 Dirichlet定理

♣即与 n互素的正整数的个数.

注根据 Euler函数可知 |G| = |Z∗
q | = φ(q).

考虑 G上的函数 δl，定义为

δl(n) =

1, n ≡ l(mod q)

0, otherwise
(8.35)

这可以视为 Kronecker记号 δl(n) = δln.作 Fourier变换可得

δ̂l(e) = 〈δl, e〉 =
1

|G|
∑
m∈G

δl(m)e(m) =
1

|G|
e(l), (8.36)

δl(n) =
∑
e∈Ĝ

δ̂l(e)e(n) =
1

|G|
∑
e∈Ĝ

e(l)e(n) (8.37)

根据定义，上面的 δl 可以直接推广到 Z中，同理特征标 e ∈ Ĝ也能进行推广，由此得到 Dirichlet特征.

定义 8.3 (Dirichlet特征)

♣

设 q ∈ N，定义（模 q）的 Dirichlet特征为 G = Z∗
q 的特征标在 Z上的推广，即

χ(m) =

e(m), gcd(m, q) = 1

0, otherwise
(8.38)

特别的，平凡特征标的推广记为 χ0，满足 χ0(m) ≡ 1.

也就是说，当 m ∈ Z∗
q 时，χ与 e取相同值，否则取 0.易知 Dirichlet特征也是积性函数，结合 |G| = φ(q)，

可以重述上面的结论.

引理 8.1

♥

设 δl 如上定义，并推广到 Z上，则

δl(m) =
1

φ(q)

∑
χ

χ(l)χ(m) (8.39)

借助该引理可得 ∑
p≡l

1

ps
=
∑
p

δl(p)

ps
=

1

φ(q)

∑
χ

χ(l)
∑
p

χ(p)

ps
(8.40)

=
1

φ(q)

∑
p

χ0(p)

ps
+

1

φ(q)

∑
χ ̸=χ0

∑
p

χ(p)

ps
(8.41)

=
1

φ(q)

∑
(p,q)=1

1

ps
+

1

φ(q)

∑
χ ̸=χ0

∑
p

χ(p)

ps
(8.42)

由于仅有限的素数 p满足 (p, q) 6= 1，因此根据推论8.3可知当 s → 1+ 时右式第一项发散.因此要证明左式
发散只需证明右式第二项有界，即如下定理

定理 8.7

♥

设 χ为非平凡 Dirichlet特征，则 ∑
p

χ(p)

ps
(8.43)

在 s→ 1+ 时有界.

该定理的证明要用到下一个工具：L函数.
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8.3 定理的证明

8.2.2 Dirichlet L函数

我们已经证明了，zeta函数可以表示为 Euler乘积的形式

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

1

1− p−s
, (8.44)

在此基础上定义 Dirichlet L函数

定义 8.4 (L函数)

♣

设 s > 1，定义 L函数为

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
(8.45)

其中 χ为 Dirichlet特征，p遍历所有素数.

定理 8.8

♥

L函数满足

L(s, χ) =
∏
p

1

1− χ(p)/ps
. (8.46)

仿照对 4k + 1形式的证明，对 L两边取对数可得

lnL(s, χ) = −
∑
p

ln(1− χ(p)/ps) =
∑
p

χ(p)

ps
+O(1) (8.47)

如果 s→ 1+ 时 L 6→ 0，则可知右边的级数有界，这就证明了上一节的遗留定理.
说起来简单，但其中包含了许多细节需要考虑.

1. 需要证明 L函数的 Euler乘积形式.
2. Dirichlet特征 χ由特征标延拓，其值域在 S1 中，因此需要将对数推广到复平面，并进一步合理化对 L函
数两边取对数的操作.

3. 需要证明当 χ 6= χ0，s→ 1+时 lnL(s, χ)有界，这可以证明 L在 s = 1处连续，并且满足 L(1, χ) 6= 0，这
也是最困难的部分之一.

Dirichlet定理的证明最早可追溯到 Euler提出 zeta函数的 Euler乘积，后来 Legendre为了证明二次互反律，
提出了猜想——但最终二次互反律的证明由 Gauss完成，尽管他给出了许多证明，但对于二次互反律的应用尚
且不成熟；后来 Riemann对 zeta函数作了进一步研究，将其延拓到复平面，并由此对素数的分布有了更深入的
了解.
本书论题的起点，Joseph Fourier于 1830年离世，他曾在Dirichlet访问巴黎时给予帮助.最终Dirichlet于 1837

年证明了猜想，为跨越时间的问题写下了句号.除去数学成就，当时的艺术（特别是音乐）也正处一个黄金时期：
Beethoven的时代已过十载，Schumann的创造力将达高峰.但与 Dirichlet最近的还是小五岁的 Felix Mendelssohn，
更巧合的是，在 Dirichlet完成证明后，Mendelssohn也开始了其最著名的小提琴协奏曲的创作.

8.3 定理的证明
下面回到主题，依次解决上面提出的问题.其中 L函数、Dirichlet特征都在模 q的意义下讨论（或者说在 Z∗

q

中）.

8.3.1 对数

首先定义对数，我们的思路是借助对数函数的 Taylor展开进行定义.需要注意：后文中 log的下标并不代表
底数，只是一种序号区分.
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8.3 定理的证明

定义 8.5 (复对数)

♣

设 z ∈ C, |z| < 1，则定义

ln

Å
1

1− z

ã
=

∞∑
k=1

zk

k
. (8.48)

命题 8.2

♠

上面定义的复对数满足如下性质：
1. 对任意 |z| < 1有

eln(
1

1−z ) =
1

1− z
. (8.49)

2. 对任意 |z| < 1有

ln

Å
1

1− z

ã
= z + E1(z) = z +O(|z|2). (8.50)

3. 若 |z| < 1/2，则有 ∣∣∣∣lnÅ 1

1− z

ã∣∣∣∣ ⩽ 2|z|. (8.51)

只证明 1，2/3的证明与实数形式类似.
证明

1. 令 z = reiθ，则只需证明

(1− reiθ)e
∑∞

k=1(re
iθ)k/k = 1 (8.52)

左边对 r求导可得 [
−eiθ + (1− reiθ)

( ∞∑
k=1

(reiθ)k/k

)]
e
∑∞

k=1(re
iθ)k/k (8.53)

括号内的部分为

−eiθ + (1− reiθ)

( ∞∑
k=1

(reiθ)k−1

)
= −eiθ + (1− reiθ) eiθ

1− reiθ
= 0 (8.54)

在原式中代入 r = 0得证（导数为 0可知取常值）.
类似实数，复对数也有如下命题成立.

命题 8.3

♠

设复级数
∑
|an|收敛，并且 an 6= 1，则

∞∏
n=1

Å
1

1− an

ã
(8.55)

收敛.

证明 当 n充分大时，|an| < 1/2，则有
N∏

n=1

Å
1

1− an

ã
= e

∑N
n=1 ln( 1

1−an
) (8.56)

根据放缩 ∣∣∣∣lnÅ 1

1− z

ã∣∣∣∣ ⩽ 2|z| (8.57)

可知无穷乘积收敛.
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8.3 定理的证明

下面证明 Dirichlet乘积公式

L(s, χ) =
∑
n

χ(n)

ns
=
∏
p

1

1− χ(n)/ps
. (8.58)

记

SN =
∑
n⩽N

χ(n)

ns
, ΠN =

∏
p⩽N

1

1− χ(n)/ps
(8.59)

易知上述两级数均收敛.定义

ΠN,M =
∏
p⩽N

Å
1 +

χ(p)

ps
+ · · ·+ χ(pM )

pMs

ã
, (8.60)

则对任意 ε > 0，可选取充分大的 N 使得

|SN − L| < ε, |ΠN −Π| < ε, (8.61)

再选取充分大的M 使得

|SN −
∏
N,M

| < ε, |ΠN,M −ΠN | < ε, (8.62)

其中第二项容易理解，第一项是根据唯一分解定理以及 Dirichlet特征的积性得到的.因此有

|L−Π| ⩽ |L− SN |+ |SN −ΠN,M |+ |ΠN,M −ΠN |+ |ΠN −Π| < 4ε (8.63)

得证.

8.3.2 L函数

接下来讨论 L函数，定义为

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

1

1− χ(p)/ps
, (8.64)

其中 s > 1，χ为 Dirichlet特征.首先考虑平凡特征.

命题 8.4

♠

设 χ0 为非平凡 Dirichlet特征，q = pa1
1 · · · p

aN

N 则

L(s, χ0) = (1− 1/ps1) · · · (1− 1/psN )ζ(s) (8.65)

证明 由于 χ0 在任何与 q不互素的 a处取 0，其余取 1，因此上式是显然的.
上述命题说明当 s→ 1+时 L(s, χ0)发散（因为 ζ(1)发散）.而对于非平凡特征，L函数有更精细的性质.首

先证明一个关于 Dirichlet特征的引理.

引理 8.2

♥

设 χ为非平凡 Dirichlet特征，则对任意 k ∈ N有∣∣∣∣∣
k∑

n=1

χ(n)

∣∣∣∣∣ ⩽ q. (8.66)

证明 特征标有性质
q∑

n=1

χ(n) = 0, (8.67)

因此作带余除法 k = aq + b，则有
k∑

n=1

χ(n) =

aq∑
n=1

χ(n) +
∑

aq<n⩽aq+b

χ(n) =
∑

aq<n⩽aq+b

χ(n) (8.68)
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8.3 定理的证明

由于最后一式中有不超过 q项，每项模长不超过 1，故得证.

命题 8.5

♠

设 χ为非平凡 Dirichlet特征，则 L(s, χ)对任意 s > 0收敛，并且
1. L(s, χ)关于 s在 (0,∞)连续可微.
2. 存在常数 c, c′ > 0使得当 s→∞时

L(s, χ) = 1 +O(e−cs), L′(s, χ) = O(e−c′s). (8.69)

证明 易知 s > 1时 L对应的级数绝对收敛，因此 L在 (1,∞)连续可微.令 sk =
∑k

n=1 χ(n), s0 = 0，则
N∑

k=1

χ(k)

ks
=

N∑
k=1

sk − sk−1

ks
(8.70)

=

N−1∑
k=1

sk

ï
1

ks
− 1

(k + 1)s

ò
+
sN
Ns

(8.71)

=

N−1∑
k=1

fk(s) +
sN
Ns

, (8.72)

根据中值定理可知

|fk(s)| ⩽ q|k−s − (k + 1)−s| ⩽ qsk−s−1 (8.73)

这说明
∑
fk(s)对任意 s ⩾ δ > 0绝对一致收敛，这说明了 L在 s > 0连续.为了证明其连续可微性（C1），

逐项微分得到

L′(s, χ) =
∑

(lnn)
χ(n)

ns
=
∑

sk[−k−s ln(k) + (k + 1)−s ln(k + 1)] (8.74)

再次利用中值定理可知上式为 O(k−δ/2−1)，这就证明了级数对任意 s ⩾ δ > 0收敛，C1 得证.
对充分大的 s，有

|L(s, χ)− 1| ⩽ 2q

∞∑
n=2

n−s ⩽ 2−sO(1) (8.75)

因此取 c = ln 2，就有 L(s, χ) = 1 +O(e−cs).类似可取 c′ = c，有 L′(s, χ) = O(e−c′s).
做了诸多准备工作，下面可以讨论 L函数的对数，我们借助积分来构造另一种对数，后面再证明它与前面

的对数相同.设 χ非平凡则有

logL(s, χ) = −
∫ ∞

s

L′(t, χ)

L(t, χ)
dt. (8.76)

由于 L可由乘积定义，因此其非 0，上面的定义是合理的.上面的积分收敛是因为
L′(t, χ)

L(t, χ)
= O(e−ct), (8.77)

下面的命题进一步验证了这种定义的合理性.

命题 8.6

♠

设 s > 1，则

elogL(s,χ) = L(s, χ), (8.78)

进一步有

logL(s, χ) =
∑
p

ln

Å
1

1− χ(p)/ps

ã
. (8.79)

证明 对函数 L(s, χ)e− logL(s,χ) 求导可得

−L
′(s, χ)

L(s, χ)
e− logL(s,χ) + e− logL(s,χ)L′(s, χ) = 0 (8.80)
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故该函数取常值，再令 s→∞得证.
固定 s，对两边同取指数对数，则

elogL(s,χ) = L(s, χ) =
∏
p

1

1− χ(p)/ps
=
∏
p

eln(
1

1−χ(p)/ps ) = e
∑

p ln( 1
1−χ(p)/ps ) (8.81)

根据复指数函数的周期性可知

logL(s, χ)−
∑
p

ln

Å
1

1− χ(p)/p2

ã
= 2πiM(s) (8.82)

左边对 s连续，而右边的M 取整数值，因此必有M(s) ≡ 0，故得证.
综上所述，我们证明了 ∑

p

ln

Å
1

1− χ(p)/ps

ã
=
∑
p

χ(p)

ps
+O

(∑
p

1

p2s

)
(8.83)

=
∑
p

χ(p)

ps
+O(1). (8.84)

如果对非平凡特征有L(1, χ) 6= 0，则根据积分形式可知 log2 L(s, χ)当 s→ 1+时有界，因此上面的
∑

p χ(p)/p
s

当 s→ 1+ 时有界，Dirichlet定理得证，因此现在之差最后一步：证明 L的非零性.

8.3.3 L函数的非零性

本节的重点是证明如下定理.

定理 8.9

♥
设 χ 6= χ0，则 L(1, χ) 6= 0.

这一事实有许多证明，其中有些用到了代数数论或复分析，在此介绍一种更初等的证明，它将 Dirichlet特
征分为实与复进行处理，称 χ为实的，若其取值在 0,±1，否则称为复的.换句话说，χ为实当且仅当对任意 n有
χ(n) = χ(n).

Case 1:复 Dirichlet特征

首先考虑复 Dirichlet特征的情况，我们借助两条引理反证.

引理 8.3

♥

若 s > 1，则 ∏
χ

L(s, χ) ⩾ 1, (8.85)

其中 χ取遍所有 Dirichlet特征（特别的，可知该乘积为实数）.

证明 当 s > 1时

L(s, χ) = exp

(∑
p

ln

Å
1

1− χ(p)/ps

ã)
, (8.86)

因此 ∏
χ

L(s, χ) = exp

(∑
χ

∑
p

ln

Å
1

1− χ(p)/ps

ã)
(8.87)

= exp

(∑
χ

∑
p

∞∑
k=1

1

k

χ(pk)

pks

)
(8.88)
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= exp

(∑
p

∞∑
k=1

1

kpks

∑
χ

χ(pks)

)
(8.89)

根据引理8.3，取 l = 1就有
∑

χ χ(p
k) = φ(q)δ1(p

k)，因此∏
χ

L(s, χ) = exp

(
φ(q)

∑
p

∞∑
k=1

δ1(p
k)

kpks

)
⩾ 1 (8.90)

因为指数部分非负.

引理 8.4

♥

L函数满足下面三条性质：
1. 若 L(1, χ) = 0，则 L(1, χ) = 0.
2. 若 χ 6= χ0 并且 L(1, χ) = 0，则当 1 ⩽ s ⩽ 2时有

|L(s, χ)| ⩽ C|s− 1|, (8.91)

3. 对于平凡特征 χ0，在 1 < s ⩽ 2有

|L(s, χ0)| ⩽
C

|s− 1|
(8.92)

证明 第一条成立是因为 L(1, χ) = L(1, χ).
第二条成立是借助中值定理，以及 L的连续可微性（紧集上连续推出一致连续，即有界）得到

|L(s, χ)| = |L(s, χ)− L(1, χ)| = |L′(ξ, χ)| |s− 1| ⩽ C|s− 1|. (8.93)

第三条根据命题8.4可得

L(s, χ0) = (1− p−s
1 ) · · · (1− p−s

N )ζ(s), (8.94)

由于
∑

1/ns 可以被
∑

1/sn 控制，因此 ζ 函数满足上面的估计，得证.
下面证明对 χ 6= χ0 有 L(1, χ) 6= 0.若不然，则设 L(1, χ′) = L(1, χ′) = 0，而 χ 6= χ，考虑积式∏

χ

L(s, χ) (8.95)

其中

|L(s, χ′)L(s, χ′)L(s, χ0)| ⩽ C|s− 1| (8.96)

并且其余项均由 C|s− 1|控制，因此
∏

χ L(s, χ) = 0，与引理8.3矛盾.

Case 2:实 Dirichlet特征

实特征的情形与复特征截然不同，下面将用到“双曲求和”，这个奇特的方法由 Dirichlet发明，并且用到了
另一项成果：除数函数的平均阶数之中.下面作为双曲求和的一个应用，首先证明 Dirichlet除数定理，然后利用
这一思路证明 L(s, χ) 6= 0.

双曲求和法

命题 8.7
设 N ∈ N，则

N∑
n=1

1

n
=

∫ N

1

dx

x
+O(1) = lnN +O(1). (8.97)
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♠

更精确地，存在常数 γ（Euler常数），使得
N∑

n=1

1

n
= lnN + γ +O(1/N) (8.98)

证明 考虑级数

γn =
1

n
−
∫ n+1

n

dx

x
, (8.99)

根据 1/x的单调性可得

0 ⩽ γn ⩽ 1

n
− 1

n+ 1
⩽ 1

n2
(8.100)

这说明
∑
γn 收敛，记该极限为 γ，则

∞∑
n=N+1

γn ⩽
∞∑

n=N+1

1

n2
⩽
∫ ∞

N

dx

x2
= O(1/N) (8.101)

这说明
N∑

n=1

1

n
−
∫ N

1

dx

x
= γ −

∞∑
n=N+1

γn +

∫ N+1

N

dx

x
= γ +O(1/N), (8.102)

得证.

命题 8.8

♠

设 N ∈ N，则
N∑

n=1

1

n1/2
=

∫ N

1

dx

x1/2
+ c′ +O(1/N1/2) (8.103)

= 2N1/2 + c+O(1/N1/2) (8.104)

证明思路与上一条类似，借助 ∣∣∣∣ 1

n1/2
− 1

(n+ 1)1/2

∣∣∣∣ ⩽ C

n3/2
(8.105)

可得.
设 F 为定义在 N× N上的函数，则有多种方法计算和式

SN =
∑

mn⩽N

F (m,n) (8.106)

1. 沿双曲线：

SN =

N∑
k=1

( ∑
mn=k

F (m,n)

)
. (8.107)

2. 垂直：

SN =

N∑
m=1

Ñ ∑
1⩽n⩽N/m

F (m,n)

é
. (8.108)

3. 平行：

SN =

N∑
n=1

Ñ ∑
1⩽m⩽N/n

F (m,n)

é
. (8.109)

再来定义除数函数.
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定义 8.6 (除数函数)

♣

设 k ∈ N，定义除数函数 d(k)表示其正约数的个数，即

d(k) =
∑

mn=k,1⩽n,m

1. (8.110)

事实上，d(k)的变化趋势很难通过一个 k的简单表达式进行估计（毕竟素数的正约数个数均 2），如果退一
步，考虑平均和（或者说 Cesaro和）

1

N

N∑
k=1

d(k) (8.111)

则 Dirichlet给出了如下定理：

定理 8.10

♥

设 N ∈ N，则

1

N

N∑
k=1

d(k) = lnN +O(1), (8.112)

更精确的，有

1

N

N∑
k=1

d(k) = lnN + (2γ − 1) +O(1/N1/2). (8.113)

其中 γ 为 Euler常数.

证明 设 SN =
∑N

k=1 d(k)，则对函数 F = 1作双曲求和就得到了 SN，如果垂直求和可得

SN =

N∑
m=1

∑
1⩽n⩽N/m

1 =

N∑
m=1

ï
N

m

ò
(8.114)

=

N∑
m=1

Å
N

m
+O(1)

ã
(8.115)

= N

(
N∑

m=1

1

m

)
+O(N). (8.116)

因此根据前面的结论可得
SN

N
= lnN +O(1). (8.117)

对于更精细的结论，分别考虑三部分区域有

图 8.1: 三分区域

I = {1 ⩽ m < N1/2, N1/2 < n ⩽ N/m} (8.118)
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II = {1 ⩽ m ⩽ N1/2, 1 ⩽ n ⩽ N1/2} (8.119)

III = {N1/2 < m ⩽ N/n, 1 ⩽ n < /m} (8.120)

若记 S· 分别表示各部分的和，则

SN = SI + SII + SIII = 2(SI + SII)− SII (8.121)

垂直求和可得

SI + SII =

N1/2∑
m=1

N/m∑
n=1

1 =

N1/2∑
m=1

ï
N

m

ò
(8.122)

=

N1/2∑
m=1

Å
N

m
+O(1)

ã
(8.123)

= N lnN1/2 +Nγ +O(N1/2), (8.124)

同理

SII =

N1/2∑
m=1

N1/2∑
N=1

1 = [N1/2]2 = N +O(N1/2). (8.125)

综上得证.

L函数的非零性

对于 χ 6= χ0，定义

F (m,n) =
χ(n)

(nm)1/2
, SN =

∑
mn⩽N

F (m,n) (8.126)

命题 8.9

♠

设 SN 如上定义，则
1. 存在常数 c使得 SN ⩾ c lnN .
2. SN = 2N1/2L(1, χ) +O(1).

容易发现，只要证明了上述命题，那么 L(1, χ) = 0就会自然导出矛盾.
由于 ∑

nm=k

χ(n)

(nm)1/2
=

1

k1/2

∑
n|k

χ(n) (8.127)

因此首先考虑如下引理

引理 8.5

♥

∑
n|k

χ(n) ⩾

0, ∀k

1, k = l2
(8.128)

证明 若设 k = pa，p为素数，则 ∑
n|k

χ(n) = χ(1) + χ(p) + · · ·+ χ(pa) (8.129)

= 1 + χ(p) + · · ·+ χ(p)a (8.130)
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=



a+ 1, χ(p) = 1

1, χ(p) = −1, 2|a

0, χ(p) = −1, 2 ∤ a

1, χ(p) = 0, p|q

(8.131)

得证，对于一般的情况，设 k = pa1
1 · · · p

aN

N ，则 k的每个约数都有 pb11 · · · p
bN
N 的形式，因此∑

n|k

χ(n) =

N∏
j=1

Ä
χ(1) + χ(pj) + · · ·+ χ(p

aj

j )
ä

(8.132)

得证.
根据上述引理有

SN =

N∑
k=1

∑
n|k

χ(n)

k1/2
⩾

∑
k=l2,l⩽N1/2

1

k1/2
=

N1/2∑
l=1

1

l
⩾ c lnN. (8.133)

为了证明第二条，设 SN = SI + (SII + SIII)，分别对两部分垂直、平行求和，这需要用到如下引理.

引理 8.6

♥

对任意 0 < a < b都有
b∑

n=a

χ(n)

n1/2
= O(a−1/2),

b∑
n=a

χ(n)

n
= O(a−1) (8.134)

证明 设 sn =
∑n

k=1 χ(k)，则已证 |sn| ⩽ q，因此
b∑

n=a

χ(n)

n1/2
=

b−1∑
n=a

sn[n
−1/2 − (x+ 1)−1/2] +O(a−1/2) (8.135)

= O

( ∞∑
n=a

n−3/2

)
+O(a−1/2) (8.136)

= O(a−1/2) (8.137)

类似可证第二式.
借助上述引理有

SI =
∑

m<N1/2

1

m1/2

Ñ ∑
N1/2<n⩽N/m

χ(n)

n1/2

é
=
Ä
2N1/4 + c+O(1/N1/4)

ä
O(N−1/4) = O(1) (8.138)

以及

SII + SIII =

N1/2∑
n=1

χ(n)

n1/2

Ñ
N/n∑
m=1

1

m1/2

é
(8.139)

=

N1/2∑
n=1

χ(n)

n1/2

ñ
2
N1/2

n1/2
+ c+O

Ç
n1/2

N1/2

åô
(8.140)

= 2N1/2
N1/2∑
n=1

χ(n)

n
+ c

N1/2∑
n=1

χ(n)

n1/2
+O

Ñ
1

N1/2

N1/2∑
n=1

1

é
(8.141)

= A+B + C. (8.142)

其中 C = O(1)，B = O(1)，根据 L函数的定义可知

A = 2N1/2L(1, χ) +O(1), (8.143)
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即得

SN = 2N1/2L(1, χ) +O(1). (8.144)

综上，Dirichlet定理得证.
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